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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящее учебное пособие яв.1ястся вторым переработанным 
изданием, составленным на основании .1скций по теории механиз
мов и маш1111, читаемых автором на механическо:-v1 факультете 

Уральского пол11технического института. В этом изда111111 отражены 
последние научные досТI1iкс1111я советской школы теор11и \Н'ханиз
мов и машин. Добав:1е11ы ана:11п1Р1еск11с методы исс:н.'л.ова11ия ме
ханизмов. Все обозначения приведены n соответствие с действую
щими в настоящее время ГОСТам11. 

В пособш1 освещены вопросы к11щ'\-1,н11ки меха 111п:--.1ов II теории 
эвольвентного зубчатого зацсr1:1с1111я. Расс:vнпривается теор11я кине
матических пар, дается 11х к.:~асс11ф111,аu11я, приводятся примеры 
соответствия условных 11зображе1111fi к1111ематичсских 11спсi'1 11х н:он
структивному ис110лне11ню. 1 Ia оснонан1ш идей Л. В. Лссура и 
И. И. Артоболевско1·0 ю.:и.1гаются структура и классифнкааш1 плос
ких механизмов. Вывод11тсн структурнан формула к1111смат11 1 1сской 
цепи общего вида н рассматр1шс1ются возмо:жные частные случаи. 
При решешш задач юшемап1чес1<ого а11ал11за р1,J11аж11ых мехюiиз
мов большое в11иман11с Уделяется а11а:1нтической ю1немат11ке этих 
механизмов. Излагаемы~ методы позво.·1яют опрсделя·1ъ скорости 
и ускорения точек звеш,ев, угловые скорости и ускорС'ния звеньев 

большой группы механ11:1мов II II III к.1ассов. Пр11вод11тсн решение 
задачи юшемат11 11еского синтеза рнда 11а11болсе широко распростра

ненных рычажных механизмов. I3 главе «Зубчатые механизмы» 
даны основные сведен11я пз теории зубчатого зацепления. Рассмат
риваются геометрия эво:1ьвентных профилей зубьев 11 их проекти
рование. 

Определяется мнннма.пыюе ч11сло зубьев зуб 11атого hолеса из 
условия отсутствия подрезания проф11.1ей для слу 1 1аев нлотовле
ния колес как без смещения, так и со смещением 11сход11ого кон
тура. В общем виде рассматриваются вопросы кннсм;-1п1,1еского 
синтеза обычных и дифференциальных механизмов. Устанавли
ваются необходимые ус.1овия синтеза таких мехаю1з:-v1ов. 





Гл а в а 1. СТРОЕНИЕ МЕХАНИЗМОВ 

§ 1. Кинематические пары 

Теория кинематических пар была r dзработана русским ученым 
Х. И. Гохманом и опубликована в 1890 г. Дальнейшее развитие 
теория получила в трудах советских ученых А. П. Малышева, 
В. В. Добровольского, И. И. Артоболевского и др. 

К и нем ат и ческой п а р о й называется подвижное соединение 
двух тел. Тела, образующие пару, называются а вен ь я ы и, а точка, 

z 

2 

Рис. 1 

линия, поверхность или их сочетание, по которым соприкасаются 

звенья, называются элемент а ми. Из этого следует, что сущест
вование кинематической пары определяется тремя условиями: нали
чием двух звеньев, их непосредственным контактом и возможностью 

относительного движения звеньев, образующих кинематическ~ ю пару. 
Пара перестает существовать при отсутствии какого-.:11160 из этих 
условий. 

Кинематическая пара накладывает ограничения на относите.r~ьное 
движение звеньев. Эти ограничения называются у слов и ям и с в я
з и или с вязям и. Так, в кинематической 1шре, состоящей из 
звеньев 1 и 2 (рис. 1), невозможны относительные движения - по
ступательное вдоль оси z и вращательные вокруг осей х и у, так как 
при этих движениях нарушается контакт звеньев и пара перестает 

существовать. 

В зависимости .от числа условий связи, накладываемых парой 
на относительное движение звеньев, различают кл а с с ы к и нем а

т и чес к их пар. Класс кинематической пары опреде.11яется числом 
условИ'Й связи. 
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Свободное твердое тело в пространстве (рис. 2) может иметь шесть 
движений - шесть степеней свободы: это поступательное движение 
вдоль и вращательное вокруг каждой из осей. Обозначим через S 

z число условий связи и через Н число 
в степеней свободы в кинематической 

х 

Рис. 2 

паре. Тогда 

Н=б-S и S=б-Н. (1) 

Следует обратить внимание на то, 
что винтовая кинематическая пара 

(рис. 3, а) имеет два относительных 
движения и, казалось бы, ее слЕ!дует 
отнести к парам 4-го класса, так 
как число условий связи S = 6 - Н = 
= 6 - 2 = 4. В действительности вин-
товая пара имеет только одно незави

симое относительное движение, поскольку осевое перемещение свя

зано с вращательным зависимостью х= f (q>), определяемой углом 
подъема и шагом винтовой нарезки. Поэтому винтовая пара имеет 
число связей S = 6 - Н = 6 - 1 = 5 и относится к парам 5-го класса. 
Это согласуется с частны:\1 случаем винтовой пары. Например, 

о 5 

Рис. 3 

при угле подъема винтовой линии, равном 0°, нарезка выполняется 
в виде кольцевого выступа (рис. 3, 6), и винтовая пара преобразуется 
во вращательную пару 5-го класса. При угле же подъема вин-

л 
товuй нарезкн, равном-, она образует выступ, расположенный 

2 
вдоль оси пары (рис. 3, в), и становится поступательной парой 5-го 
класса. 

Таюш образом, при рассмотрении кинематических пар, а в даль
нейшем и их сочетаний учитываются только независимые движения. 

§ 2. Кинематические цепи. Механизмы 

Кинем ат и ческой цепью называется сочетание звеньев, 

входящих в кинематические пары. Кинематическая цепь может быть 
незамкнутой, когда в ней имеются звенья со свободными элементами 
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кинематич~ских пар (рис. 4, а), и замкнутой, когда в ней нет звеньев, 
имеющих свободные элементы кинематических пар (рис. 4, 6). 

В самом общем случае кинематическая цепь может состоять из 

т звеньев, входящих в р1 пар 1-го класса, р2 пар 2-ro класса, Рз 
пар 3-го класса, р4 пар 
4-го класса и р5 пар 5-го 
класса. Тогда на основа- а 
нии выражения ( 1) число 
степеней свободы кинема
тической цепи 

Н =6m- 5р5 - 4р4 -

- Зрз- 2р2 - Р1· (2) 

6бычно число степеней 
свободы кинематической 

f 

б 8 

8 

Рис. 4 

цепи рассматривают относительно одного какого-либо звена, при
нятого за неподвижное. В этом случае имеется п = т - l подвижных 
звеньев. Число степеней свободы, которое обозначают через W, на
зывается числ ом степеней подвижности: 

W =6n-- 5р5 - 4р4 - 3р3 - 2р2 - Р1· (3) 

Мех ан из мом называется такая кинематическая цепь, в кото
рой при заданном законе движения одного или нескольких звеньев 
все остальные звен:ья движутся вполне определенным образом. 

В каждом механизме имеется 3 группы звеньев. 
1. Стойка - неподвижное звено. Стойка в механизме может быть 

только одна, так как все неподвижные звенья являются единым 

целым. _ 
2. Ведущие звенья - это звенья, закон движения которых задан. 

Так как законы движения ведущих звеньев могут быть заданы про
извольно, т. е. они являются независимыми, то число ведущих 

звеньев в механизме равно W - числу степеней подвижности, кото
рое в соответствии с выражением (3) определяет число независимых 
движений в механизме. 

3. Ведомые звенья - это звент)я, закон движения которых опре
деляется движение:\-1 ведущих звеньев. 

Выражение (3) носит название структурной форм ул ы ме
ханизма, так как полностью опреде.пяет строение механизма. Дей
ствительно, величина W показывает число ведущих звеньев, п - чис
ло всех подвижных звеньев механизма, а р - число пар различных 

классов. 

Кинематические пары накладывают на относительное движение 
звеньев определенные ус.тювия связи. В механизме имеется несколько 
кинематических пар, поэтому может оказаться, что некоторые усло

вия связи будут общими, например, все кинематические пары могут 
исключать движение вдоль оси х. 

В зависимости 1от. количества этих общих условий связи разли
чают семейства механизмов. Номер семейства механизмов определя
ется числом общих условий связи. Для каждого семейства механиз-
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мов применима своя структурная формула. Если в механизме нет 
общих условий связи, то это механизм нулевого семейства. Его 
структурной формулой будет уже известная формула (3). 

Структурная формула для механизма 1-ro семейства 
W =5n -·4р5'-~Зр4~- 2~,3,-~р2• (4) 

Это объясняется тем, что при наличии одного общеrо условия 
связи каждое звено имеет уже не 6 степеней свободы, а°' только 5, 
поэтому в выражении (4) первый член будет равен 5n. Пара 5-ro 
класса накладывает 5 условий связи на относительное движение 
звеньев, но одно условие связи учтено как общее в первом члене 
выражения (4), поэтому пара 5-ro класса уже будет накладывать 
только 4 условия связи, и второй член в выражении (4) будет 
равен 4р5 и т. д. 

Структурная формула для механизма 2-ro семейства 

W =4n - Зрr, - 2р• -~Рз, (5) 
3-ro семейства 

4-ro семейства 

5-го семейства 

W =3n-~2p5 - Р4, 

W=2п-·р~, 

(6) 

(7) 

W=n, (8) 

т. -е. механизмы 5-ro семейства представляют собой пары 5-ro класса. 
Все эти структурные формулы можно объединить формулой 

В. В. Добровольского: 
k=m+l 

W=(6-m)n- ~ (k-m)pk, 
k=5 

где пi·- количество· общих связей, m=O, 1, 2, 3, 4, 5; 
класса кинематической пары, k=Б, 4,'3, 2, 1; n- число 
звеньев механизма. 

; 3. Плоские механиэмь, 

(9; 

k- номер 
подвижных 

К п л о с к им м е х а н и з м а м относятся такие механизмы. звенья 
которых перемещаются либо в одной плоскости, либо в параллель
ных плоскостях. Такое ограничение в движении звеньев плоских 
·механизмов определяет наличие трех общих условий связи. Действи
тельно, если предположить, что звенья плоского механизма переме

щаются в плоскости xOz (рис. 5), то этим исключаются вращатель
ные движения вокруг осей х и z и поступательное вдоль оси у. 
Таким образом, плоские механизмы относятся в общем случае 
к механизмам 3-ro семейства и для них справедлива формула (6): 

W =3n- 2pr,- р4 • 
Эта формула была предложена академиком П. Л. iЧебышевым 

в 1869 году и носит его имя. 
Иногда это выражение записывается в видЕ 

W =Зn - 2Рн - Рв, (10) 
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где Рв. - низшие кинематические пары, у которых элементом явля

ется поверхность или сочетание поверхностей (обычно это пары 5-ro 
класса); Рв - высшие кинематические пары, у которых элементом 
является линия или точка (обыч
но это пары 4-го класса). 

В табJ1. 1 показаны основ
ные условные обозначения 
звеньев и кинематических пар 

в плоских механизмах. С..ледует 
обратить внимание на то, что 
условное обозначение звена не 
определяет его конструктивной 
формы, т. е. конструктивная 
форма звена может быть раз
личной, а условное его обозна
чение одним и тем же. 

-z. 

в 

Рис. 5 

Замена в плоских механизмах пар 4-ro класса (высших) кине
матическими цепями, содержащими пары 5-ro класса (низшие). 
В общем случае плоский механизм состоит из звеньев, - входящих 
в пары 4-ro и 5-го классов. В дальнейшем будет показано, что 
многие методы решения самых разнообразных задач применимы для 
плоских механизмов, которые содержат звенья, входящие ТО.[IЬКО в 

пары 5-ro класса. Чтобы применить эти методы для механизмов, 
сод~ржащих и пары 4-го класса, необходимо пары 4-ro класса на 
чертеже заменить кинематической цепью, в которой имеются только 
пары 5-ro класса. Таким образом, любой плоский механизм на чер
теже может быть представлен после замены как механизм, состоящий 
из звеньев, входящих только в пары 5-ro класса. Не следует думать, 
что пары 4-ro класса чем-то не удовлетворяют при эксплуатации 
машины. Они так же широко распространены в машинах, как и пары 

......... 

Рис. 6 

5-ro класса. Например, все виды 
зубчатого зацепления представля
ют собой пары 4-ro класса . 

Пусть имеется механизм с чис
лом степеней подвижности W O• 

В этом механизме требуется заме
нить одну пару 4-го класса кине
матической цепью, содержащей 
только пары 5-ro (класса. Если 
можно заменить одну пару 4-го 

класса, то таким же путем можно заменитn и вторую, и третью, 

и остальные пары 4-го класса, имеющиеся в механизме. Замену 
можно произвести на следующих ."условиях: 

а) число степеней подвижности механизма после замены не ме
няется; 

б) относительное движение звеньев механизма сохраняется. 
Если убрать из механизма одну пару 4-го класса, то число сте

пеней подвижности будет W 0+ 1, так как одна пара 4-го класса 
лишает плоский механизм одной степени подвижности. В этом случае 

2 Закаs Nt 14 9 



число степеней подвижности увеличивается на единицу. Еслн вместо 
этой пары 4-ro класса к механизму добавить кинематическую цепь, 
которая состоит из звеньев, входящих в пары 5-ro класса, то число 
степеней подвижности механизма будет W 0 + 1+Зп - 2р5 , так как 

Таблица 

Условные обозначения звеньев и кинематичес;ких пар 
плоских механизмов 

Н аиыенов ание 

Звено, входящее в две вращательные пары 
5-ro класса 

Звено, входящее в три вращательные пары 
5-ro класса, лежащие на одной прямой 

Звено, входящее в три вращательные пары 
5-ro класса, не лежащие на одной прямой 

Два звена, входящие во вращательную пару 
5-ro класса 

Два звена, входящие в поступательную 
пару 5-ro класса 

Звено и стойка, входящие во вращательную 
пару 5-го класса 

Звено и стойка, входящи~ в поступательную 
·пару 5-ro класса 

Пара 4-ro класса 

Условные обозначения 

Конструктивная форма 

/\ 

в добавленной цепи оно равно Зп - 2р5 • На основании первоrс 
условия замены имеем 

W0+ 1+Зп- 2р5 = W 0 • 
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Отсюда соотношение между числом звеньев и пар 5-го класса в 
заменяющей цепи 

2р,-1 
п =-------. 

3 
Простейшая кинематическая цепь представляет собqй одно звено 

(п = 1 ), входящее в две пары 5-го класса (р5 = 2), так как п и р6 -
целые числа. Такое звено может входить как во вращательные, так 

2. 

Рис. 7 Рис. 8 

и#в поступательные пары 5-го класса (рис. 6). Таким образом, одну 
пару~4-го класса можно заменить одним звеном, входящим в две 
ш1ры 5-го класса. 

В механизме (рис. 7) заменим пару 4-го класса, профилями 
звеньев которой являются две окружности с центрами в точках А 
и В. При перемещении звена 1 на угол q,1 звено 2 повернется на 
угол q,2, при этом расстояние между центрами А и В останется 
неизменным: r1+,2 . Пару 4-ro класса заменим звеном AВ==r1+r2, 
входящим в две вращательные пары 5-го класса А и В (рис. 8). 
Относительное движение звеньев 1 и 2 будет таким же, как и в 
первоначальном механизме, т. е. перемещение звена 1 на угол q>1 
также определяет поворот звена 2 на угол q>2 • Число степеней под
вижности в этом механизме будет равно первоначальному, так как 
одна пара 4-го класса заменена звеном, входящим в две пары 5-го 
класса, т. е. такой кинематической цепью, которая, как это было 
доказано, обеспечивает неизменность числа степеней подвижности. 
Действительно, для первоначального механизма 

W =3п- 2р6 - р4 =3·2- 2-2- 1= 1, 
для механизма после замены 

W =$n-2p5 =3·3-2-4= 1. 
После замены механизм (см. рис. 8) уже будет другим, так как 

добавилось звено 2' и изменились кинематические пары. Однако 
звенья 1 и 2 остались, поэтому какая бы ни была поставлена за
дача для первоначального механизма, всегда в решение войдет все, 
что касается этих звеньев. 

2• 11 



' Если профили звеньев пары 4-ro класса представляют собой:кри
вые переменной кривизны (рис. 9, а), то в рассматриваемый момент 
отыскиваем центры кривизны этих кривых А и В, располагающиеся 

о 

Рис. 9 

на нормали N- N. Радиусами кривиз
ны р1 и р2 проводим две окружности. 

Этот случай уже рассмотрен. Заменяю
щий мех~низм (рис. 9, б) является мгно
венным, так как через некоторый про
межуток времени относительное рас

положение звеньев будет уже~ иным, и 
длины звеньев в заменяющем меха.низ

ме также будут другими. 
В том случае, когда профилем одно

го из звеньев пары 4-ro класса явля
ется точка (рис. 10, а, точка В), в за
меня]Ощем механизме одна из пар, в 

которую входит заменяющее звено, 

совпадает с этой точкой (рис. 10, б). 
Если же профиль одного из.i звеньев 
пары 4-го класса - прямая (рис. 11, а), 
то центр кривизны располагается в 

бесконечности. Относительное враща
тельное движение с центром, находя

щимся в бесконечности, можно пред
ставить как поступательное. Звено, заменяющее пару 4-го класса, 
в этом случае входит в поступательную и вращательную пары 

(рис. 11, б). 
Классификация плоских механизмов. Удобная классификация 

плоских механизмов была разработана профессором Л. В. Ассуром 
и опубликована в 1916 году. Даль
нейшее развитие она получила в 
трудах академика И. И. Артобо
левскоrо. 

Механизмом 1-ro класса 
называется звено и стойка, вхо
дящие во вращательную пару 5-го 
класса (рис. 12). Степень подвиж
ности такого механизма W = 1 и 
определяется заданным законом 

движения ro=f (t) .. ведущего зве
на 1. 

Группой (группой А с с у
Р а) называется такая простейшая 
незамкнутая кинематическая цепь, 

Q 
5 

Рис. 10 

которая после присоединения крайними свободными э.r~ементами 
кинематических пар к стойке будет обладать нулевой степенью 
подвижности. Полагаем, что группа состоит из звеньев, входящих 
только в пары 5-го класса (пары 4-го класса можно не рассматри
вать, так как они могут быть заменены). Следовательно, для rруп-
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пы имеем W =Зп - 2р5 =0, откуда n=~ р5 • Так как количество пар 
3 

и звеньев может быть только целым, численные значения n и 

р5 в группе могут быть 

Q 

---..... 

"' \ 

р5 3 6 9 ... 

п 2 4 6 ..• 

\ 
\. 

'R..P, \ J 

/ 
/ 

Рис. 11 

о 

На рис. 13 показана простейшая группа, состоящая из двух 
звеньев и трех вращательных пар 5-го класса. 

Более сложные группы приведены на рис. 14. Каждая группа 
включает в себя контуры различных I{Лассов (рис. 15): контур 2-ro 
класса (рис. 15, а), 3-го. класса (рис. 15, 6), 4-го класса (рис. 15, в). 

1 

Рис. 12 Рис. 13 

Кл а с с к он тур а определяется числом кинематических пар, в ко
торые входят звенья контура. Кл а с с гр у п п~ы определяется клас
сом наивысшего по классу контура, входящего в группу. На рис. 16 
показаны группы различных классов: группа 2-го класса 2-го по-
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рядка (рис. 16, а), 3-го класса 3-го порядка (рис. 16, б), 4-ro класса 
2-ro порядка (рис. 16, в). 

Е с F 

Рис. 14 

Порядок группы определяется числом крайних свободных элемен
тов кинематических пар, которыми группа . присоединяется к меха-
низму. 

.1 о 

l f, л АОЛ 
А ~с D r 

Рис. 15 

Плоские механиз:\fы образуюгся путем последовательного присо
единения групп к одному (рис. 17, а) или нескольким механизмам 
1-ro класса (рис. 17, б). При этом группа присоединяется к двум 

или более звеньям. После п рисое-
Е 8 динения группа обладает нулевой 

ал 
А/ '\ic 

0 ~ степенью подвижности, поэтому 

. 
'F

A с число степеней подвижности меха
низма всегда равно числу меха

низмов 1-го класса, т. е. числу ве-

Рис. 16 

дущих звеньев. 

Каждая последующая группа 
может присоединяться в механизме 

к любой точке звена. В этом случае 
звено будет входить уже не в две 
кинематические пары, как напри

мер звено АВ (рис. 18), а в три - А, 
В и D. Однако это не означает, 

что при такой последовательности присоединения групп к ведуще
му звену ОА и стойке образуется контур 3-го класса. Здесь надо 
иметь в виду, что пара D образовалась в результате присоединения 
последующей группы. 

В плоский механизм могут входить группы различных классов. 
Кл а с с мех ан из м а определяется классом высшей по классу 
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группы, входящей в механизм. Порядок расчленения механизма на 
группы будет обратным порядку присоединения групп 1( !11еханизму 
1-го класса. Поэтому при расчле- а 
нении механизма нагруппы внача

ле устанавливают ведущее звено 

(звено 1 на рис. 19), а затем с 
конца механизма выделяют группы. 

В одном и том же механизме мож
но получить раз.,1ичные группы, 

если принять ведущие звенья раз

личными. Так, рассмотренный ме
ханизм при ведущем звене ОА сос
тоит из двух групп: группы 3-го 
класса (рис. 19, а) и группы 2-ro 
класса (рис. 19, 6). При ведуще:-.1 
же звене CF этот механизм будет 
состоять уже из трех групп 2-го 
класса. Эгим свойством можно 
пользоватhся при проведении ки

нематических расчетов. 

При последовательном отсоеди
нении групп от механизма число 

степеней подвижности механизма 
без отсоединенной группы должно 

в 

в 

Рис. 17 

быть неизменным, так как степень подвижности присоединенной груп
пы равна нулю. 

Группы 2-ro класса в зависимости · от количества и взаимного 
расположения вращательных и поступательных пар 5-ro класса 

Рис. 18 

образуют 5 видов (рис. 20). Шес
Тоt"о вида, включающего только 

одни поступательные пары, не мо

жет быть. Действительно, если пред
ставить себе группу 2-ro класса, 
состоящую из звеньев, входящих 

только в поступательные пары 5-го 
класса, то после присоединения 

такой кинематической-цепи к стой
ке (рис. 21) число степеней под
вижности не будет равно нулю, 
так как при некотором переl\1еще

нии звена 1 переместится и 
звено 2. Следовательно, данная 

1шнематическая цепь будет не группой, а механизмом. Это не яв
ляется каким-либо иск.пючением из ранее принятых положений и 
объясняется тем, что наличие только поступательных пар приводит 
к дополнительному общему условию связи - невозможности вращения 
вокруг оси у (см. рис. 5). Таким образом, здесь уже 4 общих 
УСЛОВИЯ СВЯЗИ, ПОЭТО:\1У 

W =2п - р5 =2-2- 3= 1. 
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В группах 3-ro и других классов также могут быть как враща
тельные, так и поступательные кинематические пары 5-го класса. 
Однако различать виды этих групп не имеет смысла из-за большого 
разнообразия сочетаний пар в этих группах. Пользуясь рассмотрен
ной классификацией, можно путем различного сочетания групп 
и механизмов 1-го класса получать простые и сложные механизмы 

F 

Рис. 19 

и вместе с тем контролировать возможность относительного движения 

звеньев в самых сложных кинематических схемах. Кроме того, данная 
классификация lимеет еще одно чрезвычайно важное достоинство, 
~ 

1 Л m 

АЛА~~с 
·~~с 

Рис. 20 

которое заключается в том, что групп очень мало (групп 2-го класса 
всего "5), а различных механизмов тысячи. Поэтому, расчленяя ме
ханизм на группы, достаточно уметь решать задачи ТММ для групп, 
число которых ограничено. Этим определяется возможность решения 
задач для всего многообразия плоских механизмов. В дальнейшем 
многие задачи ,ТММ будут решаться не для каждого конкретного 
механизма, а для различных групп. 
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§ 4. Лишние степени подвижности и пассивные условия связей 

На рис. 22, а показан четырехзвенный механизм, состоящий из 
трех подвижных звеньев, входящих в три пары 5-го класса и одну 
пару 4-го класса. Очевидно, что число степеней:подвижности у этого 
механизма равно единице, т. е. 

движение звена ОА определяет 
движение всех остальных звень

ев. Вместе с тем, если опреде

лить W этого механизма по 
формуле П. Л. Чебышева, то 

W =Зп- 2р5 - Р4 = 
3-3-2·3- 1=2, 

r - --, В' 
,,,-----------4 '-----

L ~ _J 

т. е. фактическое число степе- Рис. 21 
ней подвижности не всегда со-
ответствует расчетному. Объясняется это наличием в механизме 

так называемых лишних степеней подвижности. 
В рассматриваемом механизме звено 3 может пробуксовывать 

по направляющей стойки и создавать лишнюю степень подвижности, 

а А 

о 9 в 
,5 А 

/ 

/ 

/ 

i 
/ \ L_.., 

Рис. 22 PJic. 23 

которая не определяет относительного движения других звеньев. 

Поэтому, прежде чем определять по формуле W, необходимо устра
нить лишние степени подвижности. В механизме, изображенном на 
рис. 22, а, это можно сделать путем изменения [ элемента пары 
звена 3 так, как показано на рис. 22, б. В этом случае пара

11 4-ro 
класса превращается в поступательную пару 5-ro класса, а W = Зп -
-2р5 - р4 = 3 · 3 - 2 · 4 - О= 1, т. е. соответствует действительному. 

В механизме, приведенном на рис. 23, длины противолежащих 
звеньев одинаковы. В этом механизме W = 1, так как движение 
звена ОА определяет движение всех остальных звеньев. По формуле 
же W =Зп- 2р5 - р4 = 3 ·4-2-6- 0=0. 
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В рассматриваемом механизме пары D и Е с входящим в них 
звеном 4 образуют пассивные условия связи, т. е. такие связи, ко
rорые не ограничивают движения остальных звеньев. Действительно, 
если убрать звено 4 и пары D и Е (рис. 23, 6), то движение осталь
ных звеньев по-прежнему будет определяться движением звена ОА. 
В этом случае расчетное W=3n-2p5 =3·3-2-4=1, т. е. соответ
ствует действительному. Следовательно, прежде чем рассчитывать W, 
необходимо найти и устранить пассивные условия связи. 

Общих методов отыскания лишних степеней подвижности и пас
сивных условий связи нет, поэтому приходится полагаться на лич
ный опыт, приобретаемый по мере изучения курса ТММ. 



Глава 11. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

В задачи кинематического анализа входят определение положе
ний звеньев; нахождение скоростей точек и угловых скоростей 
звеньев; определение ускорений точек и угловых ускорений звеньев. 
Решение этих задач в зависимости от их условий и необходимой 
точности может быть получено тремя методами - при помощи по
строения планов скоростей и ускорений, методом кинематических 
диаграмм и аналитическим путем. 

§ 5. Построение планов скоростей и ускорений 

При построении планов скоростей и ускорений для различных 
механизмов удобно пользоваться результатами решения некоторых 
общих задач. 

Cl 

о 

Рис. 24 

Задача 1. Скорости точек жесткого звена, входящего во враща
тельную пару 5-го класса с другим звеном. Принцип подобия в 
плане скоростей. 

Дано: два звена, входящих во вращательную пару 5-го класса 
(рис. 24, а), скорость vA точки А и угловая скорость rоАв звена 
АВС. Требуется определить скорости v8 и 'Vc точек В и С. 

Рассматривая движение точки В совместно с точкой А (перенос
ное движен..1е) и относительно нее, определяем скорость точки В 

'Vв=vA+vвA, 

где 'DвА = rоАв (АВ) и 'VвА J_ АВ. 

(11) 
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Рассматривая движение точки С совместно с точкой А и отно
сительно нее, определяем скорость точки С 

'Vc='VA+'VcA, (12) 

где 'VCA = rоАв (АС) и 'VcA J_ АС. 
Построим векторы 'Vв и 'Vc. Примем масштаб построения плана 

скоростей (kv - масштабный коэффициент) 

k = истинное значение скорости, м/с 
V • 

длина отрезка на чертеже, мм 

Выберем точку Ov - полюс плана скоростей- и построим в мас
штабе kv уравнение (11), принимая точку Ov за начало построения. 

Начало вектора 'VA будет в точке 
Ov, а конец обозвачим через а 
(рис. 24, 6). Из точки а проведем 
отрезок- вектор 'VвА J_ АВ, конец 
которого обозначим через Ь. Сум
марный вектор v в пойдет из точ
ки Ov - начала построения - до 
точки ь. 

Строим уравнение ( 12). Вектор 
Рис. 25 'V А уже построен, поэтому к его 

концу достаточно пристроить век-

тор VcA J_ АС, конец которого обо
значим буквой с. 

Скорость 'Vc точки С можно определить несколько иначе, рас
сматривая движение точки С совместно с точкой В и относительно 
нее, тогда 

( 13) 

где Vсв =0>.-48 (ВС) и 'Vсв J_ ВС (см. рис. 24, 6). 
Абсолютная скорость точки в плане скоростей является векто

ром, имеющим начало в полюсе и конец в точке, скорость которой 
определяется (например, скорость v8 точки В на плане скоростей 

будет вектор Ovb). 
Оrносительные скорости в плане скоростей читаются обратно 

наименованию скорости (например, скорость 'VвА читается аЬ, 
VcA - ас и т. п.). Этим определяется направление скорости. Вектор 
скорости v8 точки В будет направлен слева направо вниз, а вектор 
'VвА - от точки а к точке Ь. Величины скоростей v 8 =kv(Ovb) и 
'VвА =kv (аЬ). 

В результате построения плана скоростей получен ЛаЬс, кото
рый подобен ЛАВС как треугольник с взаимно перпендикулярными 
сторонами. Это позволяет установить принцип подобия в плане 
скоростей. 

В плане скоростей векторы относительных скоростей точек 
ОJСесткого звена образуют фигуру, подобную звену, повернутую на 
угол 90с) в сторону угловой скорости звена. 
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Пользуясь принципом подобия. достаточно на плане скоростей 
построить скорости только двух точек жесткого звена (например, 
точек А и В на рис. 24, а). Скорость же любой третьей точки опре
делится путем построения на отрезке относительной скорости ( отре
зок аЬ на рис. 24, б) подобной фигуры. 

Задача 2. Скорости точек звена, входящего в поступательную 
пару 5-ro класса с другим звеном (рис. 25). 

Дано: угловая скорость ro0A звена ОА и относительная скорость 
звена АВ, направленная вдоль звена ОА. Обозначим направля
ющую - звено ОА - через хх, а скорость относительного движения -
через 'VAAx' точка А принадлежит звену АВ, а точка Ах- направ
ляющей хх и совпадает в рассматриваемый момент времени с точ
кой А. 

Для определения скорости точки В направляющую хх расширим 
в плоскости чертежа и на расширенной ее части пометим точку В х, 
которая совпадает с точкой В. Таким образом-, точки В и Вх, хотя 
и совпадают в данный момент времени, но принадлежат различным 
звеньям. Рассматривая движение точки В совместно с точкой В х и 
относительно нее, получим 

'Vв = 'Vвх +vввх· ( 14) 
Здесь 'Vвх (скорость точки В_.;) известна, т. е. она непосредственно 

может быть определена : из заданных условий и8х = ro0A (ОВ х) или, 

что то же самое, и вх-===- ro хх ( ОВ), та к ка к ro хх = ro0A • 3 вен о АВ отно
сительно направляющей хх движется поступательно, поэтому 
'Vввх='VААх' так как в поступательно~ движении скорости всех 

точек одинаковы. Скорость v8 точки В может быть определена пу
тем построения_1 суммы двух векторов в соответствии с уравне
нием ( 14). ·1 

В дальнейшем будем предполагать, что ес_ли известна угловая 
скорость направляющей, то известна и скорость любой ее точки, 
т. е. скорость точки направляющей может быть определена из за
данных условий, как это было сделано для точки В х· 

Задача 3. Ускорения точек жесткого звена, входящего во вра
щательную пару 5-го класса с другим звеном. Принцип подобия в 
плане ускорений: При решении задач на ускорение будем считать, 
что все скорости известны. 

Полаг~1ем известным ускорение w А точки А (рис. 26) и угловое 
ускорение еАв звена АВС. Определим ускорение w8 и Wc. 

Ускорение точки В получим из уравнения: 

w8 =wA+wвA· (15) 
Полное относительное ускорение w вл точки В относительно точ

ки А представим в виде суммы 

WвА =W1tA+W~A, (16) 

где w~A = rо~л (АВ) - нормальное ускорение точки В относительно 
точки А; w1ы II АВ - направлено от точки В к точке А; w1A = 
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=ВАв (АВ)- касательное ускорение; wkA J_ АВ- направлено в сто
рону углового ускорения вАв· 

Подставляя значение WвА по выражению (16) в уравнение (15), 
получим 

( 17) 

Построим уравнение ( 17). Примем для построения масштаб пла
на ускорений 

истинное значение ускорения, м/с8 

длина отр~зка на чертеже, мм 

Выберем точку Ow - полюс плана ускорений. В масштаб~ kw от 
точки Ow строим правую часть уравнения - сумму ускорений. Уско-

Рис. 26 

дr, 

аь11е1-1uе 

О.' w 

рение точки В в масштабе построения онределится замыкающим 
вектором Owb' .· Ускорение точки С может быть определено путем по
строения на плане ускорений уршзнения 

( 18) 
где 

п t 
WcA+Wcл=WcA; ( 19) 

WcA = u>~в (АС) - нормальное ускорение точки С от1-юсите.11ьно точ
ки А; WcA II АС; wbA- касательное ускорение точки с относитель
но точки А; wЬА=ВАв (АС); wbA J_ АС. 

Ускорение точки С можно определить несколько иначе, если 
рассмотреть движение точки С совместно с точкой В и относительно 
нее. В этом случае уравнение для определения ускорения точки С 
будет 

(20) 



где 

и 

п 2 - t Wсв = w АВ (ВС) 11 ВС; Wсв = е Ав (ВС) J_ ВС 

п + t Wсв Wсв=Wсв• 

Значения полных относительных ускорений 

Wвл~ v (wbl2+(w~л)2 -АВ v rо~в+в~в; 1 
WcA = v· (w~A) 2+(w~A)2 =АС V rо~в+в~в; ~ 
Wcв~ V (w3в)2+(wiв)2 -ВС V rо~в+вk. J 

Рис. 27 

(21) 

(22) 

Тангенс угла <р, определяющего направление полного относитель
ного ускорения (см. рис. 26), 

w~A еАВ (АВ) 
tg<p=-=---

WвA rо~в(АВ) 

8АВ 
-2-, 
WAB 

(23) 

т. е. тангенс угла <р не зависит от того, какое относительное ус~s:о

рение рассматривается, и одинаков для всех ускорений. 
Выражения (22) и (23) показывают, что полные относительные 

ускорения точек жесткого звена АВС пропорциональны длинам 
звеньев жесткого звена и повернуты на один и тот же угол. Сле
довательно, в плане ускорений Л а'Ь'с' оо Л АВС. Это позволяет 
установить принцип подооия в плане ускорений.· 
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В плане ускорений полные относительные ускорения точек жест
кого звена образуют фигуру, подобную звену, повернутую относи
тельно него на угол J 80° - (f) в сторону его углового ускорения 
(см. рис. 26). Пользуясь принципом подобия, достаточно определить 
ускорения двух точек жесткого звена. Ускорения других точек зве
на могут быть получены путем построения подобной фигуры на от
резке прямой между этими двумя точками.-

Задача 4. Ускорения точек звена, входящего в поступательную 
пару 5-го класса с другим звеном (рис. 27). 

Полагаем заданным угловое ускорение е0А звена ОА и относи
тельное ускорение звенаr АВ вдоль звена ОА. Как и в задаче 2, 
покажем точки Ах и В х· Обозначим направляющую через хх, а от-

носительное ускорение через~ WAAx· 

'Ускорение точки В выразится зависимостью Wв=Wвх+wввх' 
.... k, - , k 

но Wввх=Wввх+wввх, где Wввх- кориолисово ускорение, так как 
переносное движение будет вращательным с угловой скоростью ro0A; 

Wввх - относительное ускорение В поступательном движении ВДОЛЬ 
направляющей хх. Тогда 

k + r W13=Wвх+Wввх Wввх, (24) 

где Wвх - ускорение точки В х - полагается известным, так как его 

можно рассчитать по заданным параметрам. 

Действительно, 

где 

wix = (1)~ (ОВ х)::и[ w1x = е х (ОВ х). 

В дальнейшем будем полагать, что если известно угловое уско
рение направляющей, то известно и ускорение любой точки направ-

ляющей. Wвв = WлА , так как ОТНОСИТеЛЬНое ускорение поступатель-
х х 

ное, а при поступательном движении ускорения всех точек одина-

ковы. Величина w~вх =2rо.1vввх· Направление W~вх : определится по 
известному из курса теоретической механики правилу (см. рис. 27), 
в соответствии с которым вектор относительной скорости v ввх по-

ворачивается на угол 90° в сторону переносной угловой скорости 
k 

rox. Полученное направление является направлением вектора Wввх· 

Ускорение точки А 

(25) 

k k 2 Здесь WAAx =2roxvAAx' но VААх==Vввх, поэтому WAAx = ffixVввx = 
=W~в, т. е. в плоских механизмах кориолисовы ускорения точек 

х 

звена одинаковы в относительном движении. 
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Как уже было показано, все плоские механизмы образуются из 
групп Ассура, поэтому в дальнейшем будем рассматривать построе
ние планов скоростей и ускорений для групп, ограниченное коли
чество которых даст возможность строить планы скоростей и уско
рений· для самых разнообразных плоских механизмов. При построе
нии планов скоростей и ускорений для групп Ассура воспользуемся 
результатами четырех задач. Новой будет здесь только последова
тельность решения и построения. 

§ 6. Планы скоростей и ускорений для групп 2-ro класса 

Группа 1-го вида 

План скоростей. Дано: vA и Vc· Определить v 8 , 'VD, Vь, rоАв и 
rовс (рис. 28). Здесь, как и в дальнейшем, следует обратить внима-

Ov 

о 

Рис. 28 

ние на постановку задачи. Рассматриваемая группа является груп
пой 2-ro порядка, т. е. она присоединяется к механизму двумя 
крайними элементами кинематических пар А и С, поэтому извест
ными будут кинематические параметры именно этих точек: vA и Vc. 

Итак, имеем 

ll 

Vв-vc+Vвc· 

Здесь 'VвА 1- АВ и Vвс 1- ВС. Строим эти уравнения на· плане ско
ростей (см. рис. 28). В масштабе k

1
, от точки Ov откладываем отре

зок - вектор 'VA, конец которого обозначим буквой а, и через эту 
точку проводим прямую ...LAB- направление вектора 'VвА· fЗатем 
от точки ov откладываем отрезок - вектор fJc, конец которого : обо
значаем буквой с, и через эту точку проводим прямую J_ ВС- на
правление вектора 'Vвс, пересечение прямых .L АВ и .L ВС даст точ
ку Ь- конец вектора скорости v8 . Соединив точку Ь с полюсом Ov, 
получим вектор v8 . Скорость точки D определяем, построив на от
резке Ьс .6. bdcoo .6. BDC. Полученную точку d соединяем с полю
сом О,,. Скорость точки Е получим, построив на отрезке аЬ отрезок 
аеЬооотрезку АЕВ, точку е соединим прямой с точкой Ov. Отрезок 
Q.ve будет представлять скорость точки Е в масштабе kи. 
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Угловая скорость звена АВ rоАв = vвА = (аЬ) kv. Перенесем · от-
АВ АВ 

носительную скорость 'VвА (на плане скоростей отрезок аЬ) в точку; В. 
Направление этой скорости позволяет установить направление rолв· 

Угловая скорость звена ВС rовс= vвс = (сЬ) kv_ Направление ro8c 
вс вс 

определяется аналогично предыдущему. 

План ускорений. Дано: •. wА и Wc. Определить Wв, Wп, wЕ,"ЕАв, 
Ввс (рис. 29). 

и 

!/ 
Рис. 29 

Для определения ускорений точки В составляем уравнения 

Wв=wA+w~A+W~A 

п f- t Wв=Wc+~vвc- Wвс-

п 2 А I - t 2 
1

- t WвA=ffiлв( В) 1 Ав; WвA_LAB; wic Wвс(ВС) /вс; Wвcj_BC. 

(26) 

(27) 

На плане ускорений (рис. 29) строим уравнение (26). От точки 
О w - полюса плана ускорений в масштабе kw откладываем отрезок 
Owa', равный wA. Затем строим отрезок а'п 1 , изображающий век-

тор W~A- Далее из точки п1 проводим прямую J_ АВ - направле-
t 

ние вектора WвА· 

Строим также уравнение (27). От точки Ow откладываем отре-

зок Owc', равный Wc, и отрезок c'n2 - ускорение w_oc. Затем из . 
точки n2 проводим прямую J_ ВС- направление wk. Точка Ь' пе
ресечения прямых, направленных J_ АВ и J_ ВС, является концом 
вектора ускорения w8 . Соединив точки Ь' и Ow, получим вектор 
Owb', ускорение точки В в масштабе kw. Соединим прямыми точку Ь' 
с точками а' и с'. При этом WвА и Wвс- полные относительные 
ускорения в масштабе kw точки В относительно точек А и С - опре
делятся соответственно отрезками Ь' а' и Ь' с'. 
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Угловое ускорение звена АВ 
t 

WBA 
8Ав=-

АВ 

Для определения направления углового ускорения вАв перенесем 

w1л в точку В группы, угловое ускорение будет направлено в сто
рону w~л- Угловое ускорение звена ВС 

wt 
вс 

8вс=-
ВС 

. а' 

Рис. 30 

Направление Еве определяется аналогично предыдущему. У ско
рение точки D получим, построив на отрезке Ь 'с' 6. Ь 'd' с' оо 6. BDC 
и соединив полученную таким образом точку d' с полюсом Ow. 
Ускорение точки Е определим, построив на отрезке а' Ь' отрезок 
а'е'Ь' оо отрезку АЕВ. 

Построение планов скоростей и ускорений для групп Ассура 2-го 
и 3-го видов рассмотрим на примере механизма (рис. 30). Механизм 
состоит из механизма 1-го класса, включающе1·0 стойку и ведущее 
звено ОА, группы 2-го класса 3-го вида, состоящей из звеньев 2 и 
J, и группы 2-ro класса 2-го вида, включающей звенья 4 и 3. 

Для механизма дано: длины и взаимное расположение всех 
звеньев механизма, ffioл = const - угловая скорость кривошипа ОА. 
Определить скорости и ускорения всех точек, угловые скорости и 
ускорения звеньев. 

Определение скоростей: находим V А =ffioA (ОА) J_ ОА в направле
нии ffiOA· Звено ВС обозначим через хх- направляющую, вдоль кото-
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рой в относительном движении пере!-.1ещастся ползун А. Пометим 
точку Ах, совпадающую с точкой А, но принадлежащую направля
ющей хх (звену ВС). Скорости 

vл =vл+vл А и VA =v8+vA в, 
х х х х 

где 

Vл л 11 хх, Vв=О, VA в .1_ хх. 
х х 

Построим эти уравнения. Выбираем масштаб построения 

kv [~- -
1-1. Из точки Ov - полюса плана скоростей (см. рис. 30) -

с мм . 
откладываем отрезок 0.va - скорость и А в масштабе k.,,, и из точки а 
проводим прямую \1 хх- направление вектора fJл А· Затем отклады-

х 

ваем вектор fJв, но так как v8 =0, то точка Ь будет находиться в 
точке О v· Из точки Ь проводим прямую _L хх - направление век
тора VлхВ· Пересечение направлений 11 хх и _L хх даст точку ах. Оr-
резок О va х - скорость V л в масштабе kv. Для определения ско-

х 

рости Vc в плане скоростей на отрезке Ьах строим отрезок baxCCI') 

А с Ьс ВС 
оо отрезку В х • Следовательно, имеем -= -, откуда Ьс= 

Ьах ВАх 
вс 

=Ьах-· На продолжении отрезка Ьах откладываем отрезок Ьс. 
ВАх 

Полученный отрезок Ovc- скорость fJc в масштабе kv. 
Для определения скорости точки D составляем уравнение 

'VD =Vc+VDC• 

Здесь fJvc .l_ CD и VD II уу, поэтому для отыскания VD достаточно 
только одного этого уравнения. Построим это уравнение. Из полю
са Ov проведем прямую II уу- направление VD. Vc уже построена -
это отрезок Ovc. Из точки с проводим прямую _L CD - направле
ние Vvc. Получаем точку d пересечения прямых 11 уу и J_ CD. От
резок О vd - скорость v D в масштабе kv. 

Определим. угловые скорости звеньев 

rовс = Vсв = k,, (Ьс). 
вс вс 

Направление ro8 c определим, [ перенося вектор Vсв в точку С 
механизма, 

Vvc kv (cd) 
rocv=--=--. 

CD CD 

Направление Wcv определяем аналогичным образом. --O.пределение ускорений~ w0А=Ш&л(ОА)\IОА, т. е. будет 
одно нормальное ускорение, так как w0A = const. Ускорения точки 
А~ - wAx определяются из уравнения 

п + t + k +r Wлx=w8+wл в WA в и Wлх =Wл Wл А Wл А, 
х х х х 
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-где Wв=О, так как точка В неподвижна; w~ 8=ro1c(AB)/IAВ; 
х 

w~ вl..АВ; w~ A=2VAA(J)XX_l_xx; (roxx=(J)вc); WAA11xx. 
х .х х х 

Направление w~ А определяется путем поворота вектора 'V А А 
х х 

в сторону roxx (см. рис. 30). 
Построим уравнения. В точке Ow полюса плана ускорений поме

щаем точку Ь', так как длина вектора Wв=О. Затем откладываем -отрезок Ь' п1 11 АВ - ускорение w~ 8 , и из точки п1 проводим прямую 
х 

_LАВ - направление ускорения w~ в· Далее откладывае1 отрезок 
х 

е 

Рис. 31 

Owa' - ускорение wA и отрезок a'k_Lxx- ускорение w~ А' Из точки 
х 

k проводим прямую 1/ хх - направлею1е wA А. Точку а: - пересече-
х 

ния прямых _l_АВ и /1 хх соединяем с полюсом Ow. Отрезок Owa; -
ускорение WA в масштабе kw. 

х 

Ускорение точки С определяем, используя принцип подобия. 
На отрезке Ь'а; строим отрезок b'ai' ел отрезку ВА.хС. Из соотно-

ь 'с' вс Ь' , Ь' • вс 
шения -=-- имеем с = ах-. 

Ь'а' ВАх ВАх 
х 

Ускорение точки D находим из уравнения 

WD =Wc+w2>c+wЬc, 

где WD 11 уу, wъc=(J)~D (CD) 11 CD и wьc_LCD. 
Построим это уравнение. Из полюса Ow проведем прямую 11 уу--направление w D, из точки с' - прямую с' n2 II CD- ускорение wzc, 

из точки n2 - прямую _LCD - направление wЬс до пересечения 
с прямой 11 уу в точке d'. От~езок Owd' - ускорение WD в мас-

t 
Wvc (п d') k 

штабе kw. Угловое ускорение звена CD ecD = -- 2 w На-
. CD CD 
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правление этого ускорения определим, перенеся вектор wbc в точку 
w~в (n 1a')kw 

D механизма. Угловое ускорение Еве= __ х_ == х . Направле-
АВ АВ 

ние опrеделяется аналогично предыдущему. 

§ 7. Планы скоростей и ускорений для групп 3-го класса 

Группа 3-го класса (рис. 31) является группой 3-ro порядка, 
т. е. она присоединяется к механизму тремя крайними элементами 
кинематических пар, поэтому заданными будут кинематические 

Рис. 32 

параметры именно этих элементов пар. В другой постановке задача 
не будет иметь смысла. 

План скоростей. Дано: 'Vл, 'Vв, 'VF. Определить скорости точек 
В, С, D и угловые скорости всех звеньев. 

При решении задачи будем использовать особые точки Ассура. 
Особая точка Ассура S (см. рис. 31) располагается на пересечении 
направлений каких-либо двух поводков. Следовательно, можно иметь 
три особые точки Ассура. Для решения задачи достаточно получить 
одну особую точку. Удобно принять такую из трех точек, которая 
располагается близко к жесткому звену BCD. Это при одном и 
том же масштабе kv позволяет по.пучить наименьшие габариты 
плана скоростей. 

В рассматриваемом случае примем за особую точку Ассура то
чку S, являющуюся резу.т~ьтатом пересечения 1Iаправлений АВ и DE. 
Звено BCD расширяем и полагаем, что точка S принадлежит этому 
звену. Следовательно, отрезки BSCD образуют жесткое звено. Опре
делим скорость точки S. Имеем 'Vs ='Vв--t-'Vsв- Но 'Vв='Vл+'Vв,1 , 
тогда 

(28) 
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Здесь 'VвА .l_AB, 'Vsв J_BS или, что то же самое, 'Vsв _l_АВ, так как 
направления АВ и BS совпадают. Таким образом, два неизвестных 
вектора 'VвА и 'Vsв имеют одно направление и в уравнение (28) входят 
как одно неизвестное. В этом состоит смысл особой точки Ассура. 
Другое уравнение для определения 'Vs составляют уже по аналогии 
с уравнением (28): 

(29) 

Здесь 'VDE l DE и 'VsD _l_DS или, что то же самое, 'VsD .1.DE. 
Построением уравнений (28) и (29) определяем точку S в плане 

скоростей (см. рис. 31). 
Далее определяем скорость точки С - точки, которая не участ

вует в определении положения точки S. Точку С соединяем прямой 

F 

Рис. 33 

с точкой S, получаем группу звеньев SCF. Такая задача уже встре
чалась (см. группу 2-го класса 1-ro вида). Скорость точки С опре
деляется из уравнений 

где 'Vcsj_CS и 'VcF _1_CF. 
Скорости точек В и D можно ощ:еделить, построив на отрезке 

SC в плане скоростей фигуру scdb С1) фигуре SCDB. Угловые ско
рости, как и ранее, определяются по относительным скоростям. 

План ускорений. Дано: wA, Wв, tti'F. Определить ускорения 
точек В, С, D и угловые ускорения всех звеньев (рис. 32). После
довательность построения плана ускорений та же, что и при пост
роении плана скоростей. 

Вначале определим ускорение особой точки Ассура S. Для 

ТОЧКИ S имеем Ws =Wв+'lV 58+Wi8, НО Wв=WA+w~A+1c,~A, 
тогда 

п + п + t t Ws =Wл+'Z~sв Wвл ·Wsв+Wвл· (30) 

3) 



в этом уравнении Wsв =(J)1c(BS) 11 BS, причем Ювс=Ювs, так как 
звено BSC D жесткое; 

или, что то же самое, ..1_ АВ; и, наконец, 'V'J~A_l_AB, т. е. касатель
ные ускорения имеюг одно направление. Следовательно, в уравнении 
(30) два неизвестных представляюrся в виде суммы как одно неиз

вестное. Второе уравнение для 
определения Ws составим по 

аналогии с предыдущим урав

нением 

(31) 

·~ -+ 
Здесь w~v=юьс (SD) 11 SD; W'Ьв== 

.&---=f---a-+-f ---=----r6_t ____ l,kt юЬв (DE) 11. DE; Wiv и wbв.LDE. 
О l di Построением уравнений (30) 

и (31) определяем точку S' в 
Рис. 34 плане ускорений (см. рис. 32). 

Далее определяем ускорение точки С из уравнений 

и 

Wc= Wp +w~F+czv~F, 

где Wcs=юЬc(CS) 11 CS; W~s..LCS; W~p=ffi~p(CF) 11 CF; WtF..LCF. 
Построение этих уравнений производится уже известным спосо

бом (см. группу 2-ro класса 1-ro вида). 
"'Ускорение точек В и D можно получить путем построения на 

отрезке c's' фигуры s'c'd'b'oo фигуре SCDB. Угловые ускорения 
звеньев определяются обычным путем по относительным тангенци
альным ускорениям. В том случае, когда группа 3-ro класса содер
жит не только вращательны~, но и поступательные пары, особые 
точки Ассура определяюrся так, как показано на рис. 33. 

§ 8. Построение кинематических диаграмм 

Графическое ди:р1J~.эе;щи_р:>вние и интегрирование 

м~тод кинематических диаграмм применяется при анализе и син
тезе механизмов в тех случаях, когда какой-либо закон движения 
точки или звена механизма задан в виде графической зависимости· 
в функции времени. 
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Установим основную зависимость метода. Имеем график S==f (t) 
перемещения точки в функции времени (рис. 34). Точка движется 

прямолинейно. Масштаб перемещений обозначим через ks [ мммl, а вре-

мени - kt [м:], тогда дейст~ительные перемещения и время будут 
определяться выражениями S=k

5
S И t=k;i, где S И t- СООТВеТСТ• 

венно перемещение и время на графике. Пусть в момент времени t 

s,ks 

1 

'~ 1 
1 l,kt 

/ 1' ~ 5 6 

1 

Рис. 35 

перемещение точки определяется на графике координатой аа1 • Через 
бесконечно малый промежуток dt = ktdt перемещение точки будет 
определяться координатой ЬЬ1 =aa1+ds, т. е. перемещение увели
чивается на величину ds=k5dS. Скорость перемещающейся точки 

и = ds = ksds Но ds = tg а поэтому 
di ktdt ' dt , 

и=~ tga. 
kt 

(32) 

Выражение (32) является зависимостью, на которой основано дейст
вие графического дифференцирования. 

Имеем график s = f (t) перемещения точки, движущейся прямо
линейно (рис. 35). Масштабы времени и перемещения - соответст
венно k, и k5 • Время движения точки разделим на ряд равных 
участков (в рассматриваемом случае 6 участков). На кривой S==/(t) 
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пометим точки а, Ь, с ... и проведем к каждой из этих точек ка
сательные прямые 1, 11, 111 . . . Ниже, под графиком s = f (t), пост
роим прямоугольную систему координат с теми же участками вре

мени. Ось абсцисс продолжим влево от оси ординат и на произ
вольном расстоянии Н отложим точку р- полюс построения. 
а Из точки р проведем прямые, 

sf параллельные касательным, 
1<1 до пересечения с осью орди

нат ра' 11 1, рЬ' 11 11, р' с 11 111, 
.... Полученные точки а', Ь', 
с'' . . . сносим на сооmетст
в ующие ординаты, получаем 

точки а1 , Ь 1 , с1 , ••• , кото-
{ Кt рые соединяем плавной 

~,___-.+-_,.__.....,_____, ........... 5~-6..+----"....;;..- Кр ивой. 

Установим, что· представ
ляет собой полученная кри
вая. Ее произвольная орди
ната lb1 -=оЬ' =Н tg а (а -
угол наклона касательной к 
первоначальной кривой). Та-

р ким образом, ординаты вновь 
~~===:;:t:::====::3вr;s;;t-:;-t--t--t--- полученной кривой так же, 

н 

Рис. 36 

как и скорость v, пропорцио
нальны тангенсу угла нак

лона касательной к кривой 
S==f(t), Т. е. ОДНОЙ И ТОЙ 
же величине. Следовательно, 
ординаты вновь полученной 

кривой представляют собой скорость точки, дпижущейся прямо
линейно в масштабе kv, пока не известном, а проведенное построе
ние есть действие графического дифференцирования. Теперь на оси 
ординат нижнего графика (см. рис. 35) можно показать v и масш
таб kv. Найдем этот масштаб. Значение скорости 

V=kv'V=kvH tg а И V= ~ tga. 
kt 

Приравнивая правые части этих выражений и сокращая на tg а, 
получим 

k=~ 
V Hkt. 

(33) 

Обычно пользуются методом графического дифференцирования, 
не требующим проведения касательных, так как невозможно точно 
провести касательную к кривой без особых приспособлений. Рас
смотрим этот метод. Заданную кривую (рис. 36, а) заменяем графи
ком в виде ломаной линии, полагая закон изменения перемещения 
точки на каждом отрезке времени линейным, т. е. скорость на каж• 
дом участке постоянной. При дифференцировании кривой s = f (t) 
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в этом случае из точки р (рис. 36, 6) проводим прямые ра' 11 аЬ, 
рЬ' 11 Ьс . . .. В результате получаем ступенчатый график скорости. 
Через этот график проводим плавную кривую, соединяя точки а1 , 
Ь 1 , ••. , которые располагают-
ся в середине каждого 1/ 
участка. 

Графическое интегрирова
ние расс~~атриваем и осу

ществляем как действие, об
ратное графическому диффе
ренцированию. 

Если точка движется по 
замкнутой траектории, то для 
графического дифференциро
вания ее перемещение рас

сматривается вдоль двух вза

имно перпендикулярных осей. Рис. 37 

§ 9. Аналитическая кинематика механизмов 

Обычно аналитический метод позволяет получить результат с не
обходимой степенью точности. Однако аналитическое решение часто 
приводит к громоздким зависимостям, которыми можно пользовать

ся только с помощью вычислительных машин. 

ШарнирныА четырехзвенник 

I. Положение звеньев. Дано: длины звеньев l 1 , l 2 , l 3 , l 4 , угол q,2 • 

Определить q,3 и ср4 (рис. 37). 
Рассмотрим замкнутый Еекторный контур ОАС. Здесь S - перемен

ный вектор, определяющий относительное по.тюжение точек А и С. 
Для контура ОАСО 

l2+S+l1 =0. 
В проекциях на оси координат ОХ и ОУ 

!2 cos cp2 +S cos <ps- l1 =0, 

l2 sin ср2 +s sin CFs = О, 

откуда 

и 

Из Л АВС имiем 

S = _z
2 

~in (J)2_ 

SШ(J)s 

l~ = l~+s2+2l4S cos ср48" 

1: = !~ + S2 
- 2l3S cos CFзs ~ 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 
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Тогда 

Здесь 

где 

(1)45= (j)4 - (1)5; (1)35 = (1)3 - (1)5, 

(1)4 = (J)45+cp5; (1)3 = (J)35+(J)5, 

(39) 

(40) 

(41) 

. (42) 

2. Скорости и ускорения звеньев. Дано ffi2 и е2 - соответствен
но угловая скорость и ускорение звена 2. Определить ffi3, m4 , е3 

8 

.z 
L 

Рис. 38 

и е4 - соответственно угловые 

скорости и ускорения звеньев 

3 и 4. 
Векторное уравнение зам

кнутости контура ОАВСО 
(рис. 38) будет: 11 +12+lз = l,. 
Проектируя это уравнение на 
ось ох' получим 

-l1+l2 cos (J)2+l3 cos ())3 = 
= l 4 cos (J) 4. ( 4 3) 

Продифференцируем уравне
ние (43) по обобщенной коорди
нате ())2 : 

l . l . d<p3 l . d<p4 
- 2 SlП ())2 - з S1П ())3 - = - 4 S1П (1)4 -. (44) 

d<p2 d<p2 

о dq,3 d<p4 
бозначим -=и32 и - =и42 - аналоги угловых скоростей звень-

d<р2 d<p2 
ев 3 и 4. Физический смысл u32 и u42 понятен из следующего: 

d<рз d<ps dq>2 
003=-=- -=U32ro2, (45) 

dt dq,2 dt 

(46) 

Отсюда 

(47) 

Следовательно, смысл аналогов угловых скоростей- безразмер
ные угловые скорости или передаточные отношения. 

Выражение (44) запишем в виде 

(48) 
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Преобразуем систему координат ХОУ, повернув ее вначале на 
угол q,3, а затем на угол q,4, тогда из уравнения (48) получим 

и _ 12 sin (q,2 - q,8) 

42- l . ( ) , 
4 SlП q>4- (J)a 

12 sin (q,2 - q,,) (49) 
U32 = - -----. 

13 sin ( q>8 - q,4 ) 

Угловые скорости определяем по выра
жениям ( 45) и ( 46). 

' du Аналоги угловых ускорений и32 = __!!_ 
dq,2 

, du 
и u4 2 = __!!_ получим после дифференциро-

dq,2 
вания уравнения (48) по координате q,2 и 
преобразования координат аналогично пре- .1>------'-----Х 
дыдущему: 

' 2 
, 12 cos (q,2 - q,,) - и42 l4 +и~2 l3 cos (q,3 - q,4) Рис. 39 

U32=-------------
-l, sin ( q,8 - q,4 ) 

, 12 cos (q,2 - (J)з)+и: 2 18 - ui2l4 cos (q,4 - q,3) 
U42=------------ (50) 

14 sin (q,4 - q,8) 

Аналогично 

Кулисный механизм 

Дано q,2, ro2 , 8 2 , 11 , 12 • Определить q,4 , ro4 , 8 4 , 14 (рис. 39). 
Из векторного контура ОАВО имеем 

(51) 

(52) 

11 +12 = /4. (53) 
Проектируя уравнение (53) на оси координат ХОУ, получим 

12 cos <J>2 = 14 cos q>4, 

l1+l2 sinq,2 =l4 sinq,4•. (54) 

Из отношения этих уравнений находим 

11 +12 sin q,2 

11 cos q,2 

(55) 
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Из ~ ОАВ имеем 

(56) 

Дифференцируя уравнение (54) по обобщенной координате ср2 , 
получим 

- 12 sin q>2 =-и4214 sin cp4 +(vc.c)q,_cos <р4 , 

l 2 cos <р2 = и42l4 cos cp4 +(r'c.c)q, sin <p,i, (57) 

Здесь u42 = di:p4 
- аналог угловой скорости звена 4; (vc.c)q, = dlc, -

di:p2 di:p2 
аналог относительной скорости звена 4 вдоль оси ползуна 3. 

После преобразования системы координат из уравнений (57) 
следует: 

(vc,c)q, =- l2 sin (ср2 - <р4), 

U42 = .!.!_ COS ( (f)2 - <р4) · 
l, 

(58) 

Для определения ускорений дифференцируем уравнения (57) по 
координате ср2 . После несложных выкладок и преобразования систе
мы координат получим 

( a6,c)qi = u~2l4 - !2 cos ( <р2 - <р4), 

, (a~c)<P+l2sin(i:p2-(J)4) 
U42=- • ' . (59) 

[4 

Здесь U~2, ( а~.с)ч, И ( ac,c)q, - аналоги углового, корио.писова И ре
лятивного ускорений соответственно: 

Vc4c=ffi2 (vc,c)<p; a~,c=ffi2 (а~.с)<р; 

(60) 

Универсальный шарнир (шарнир Гука, карданная передача) 

Универсальный шарнир применяется при передаче вращательного 
движения между звеньями, оси которых пересекаются (рис. 40), 
причем угол между осями в процессе движения может меняться. 

Такой шарнир используется в автомобилях при передаче движения 
от коробки скоростей к заднему мосту, в прокатных станах, свароч
ных машинах и ряде машин металлургического производства. 

Звенья 1 и 2 (см. рис. 40) называются вил к а ми, а звено 3-
к ре ст овин ой. Стержни А()А0 и В0В0 крестовины пересекаются 
под углом 90°. Пары А0 и В0 - вращательные пары 5-ro класса. 

Найдем соотношения между угловыми скоростями звеньев шар
нира. Дано: а - постоянный для данного отрезка времени yroJJ 
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между осями звеньев 1 и 2; ffi1 - угловая скорость и q>1 - угол по
ворота звена 1. Требуется найти угол q>2 поворота звена 2 и его 
угловую скорость ffi2 • 

Траекториями точек А и В будут окружности в плоскостях, 
перпендикулярных осям звеньев 1 и 2. Изобразим траекторию точки 
А в ее плоскости - это будет окружность и проекцию в этой плос
кости траектории точки В - это будет эллипс. Дадим звену 1 угло
вое перемещение q>1, тогда точка А займет положение А1 , а 
L. А 1РА1 = q,1 . Точка В на проекции ее траектории займет положение 
В1 . Угол В10А1 будет прямым углом, так как проекция прямого 

Ао 
___ _,,,,111, 

\ 
-\' !'}. 

/ / ~ ~ 
/ 

(JJ,tp4 ШШ 1( 

Рис. 40 

угла на плоскость, содержащую одну его сторону, также будет пря

мым углом. Поэтому _ B10C=q>1 • На cnueй траектории точка В 

занимает положение в;, если же плоскость этой траекторни совме
стить с плоскостью траектории точки А, то положение точки будет 

в;, а LB;OC=q>2 - углу поворота звена 2. Из чертежа имеем 
в;С=(ОС) tgq,2 и В 1С=(ОС) tgq,1 , откуда 

,, 

В1С tg <р1 -=.--, 
в ;с tg (()2 

тогда 

(61) 
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Отсюда видно, что углы q,1 и q,2 не будут одинаковы. Продиф
ференцируем это выражение по времени: 

1 d<p1 1 d<p2 ---=cosa---, 
cos2 <р1 dt cos2 <р2 dt 

но 

поэтому 

ro1 cos2 q,1 -=cosa--. 
(1)11 cos2 q,11 

Выразим cos q,2 через q,1 • Известно, что 

1 cos2 cp2=---
l +tg2 ({)2 

Подставляя значение tg2 ср2 , по выражению-(61) получиl'\1 

cos2 а cos2 q,2 = ---
1 + tg2 (J)1 

cos2 а 

cos2 а+ tg2 q,/ 

подставляя в отношение ~, получим 
(1)2 

~ = cos2 а cos2 <р1 +sin2 <р 1 
cosa 

после несложных преобразований будем иметь 

~ = cos2a+sin2 a sin2 q,1 

(1)2 cos а 
(62) 

Из этого выражения видно, что отношение угловых скоростей 
зависит от угла q,1 , который непрерывно меняется, поэтому при 
постоянной угловой скорости ro1 угловая скорость 0>2 будет непре
рывно меняться. Это определяет наличие углового ускорения ведо• 
мого звена 2, а следовательно, и дополнителuные динамические кру
тящие моменты, передаваемые на звенья механизма и привод. 

В машинах очень часто используется двойной универсальный 
шарнир, называемый карданной передачей. В этом случае 
такая передача может быть выполнена по схеме, изображенной на 
рис. 41, а, когда промежуточное звено 2' имеет вилки, располагаю
щиеся в одной плоскости, или по схеме рис. 41, б, когда вилки 
промежуточного звена 2' располагаются во взаимно перпендикуляр• 
ных плоскостях. 
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Для схемы рис. 41, а имеем tgq,1 =cosa1 tgq,; и tgq,2=

=cosa2 tgq,;. Разделив эти t равенства друг на друга, получим 
tg q,1 = cos ai tg q,2 при а1 = а2, tg <J>1 = tg <J>2 и <J>1 = <J>2 • 

cos а2 

Рис. 41 

Для схемы рис. 41, б следует tg q,1 = cos а1 tg q,; и tg q,; ==
= cos а2 tg q,2 • Из этих равенств имеем: tg q,1 ==cos а1 cos а2 tg q,2 при 
а1 =а2 tg q,1 = cos2 а tg q,2. 

Таким образом, первая схема механизма позволяет при а1 =ai 
исключить непостоянство угловой скорости со2 ведомого звена, 
а следовательно, и дополнительные динамические крутящие моменты. 
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Гл а в а 111. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ 

§ 1 О. Условие существования кривошипа в четырехзвенном 
механизме 

Создаваемый четырехзвенный механизм должен иметь звено, ко
торое, входя во вращательную пару со стойкой, совершало бы пол
ный оборот, т. е. было бы кривошипом. Установим условие сущест
вования такого звена. Эта задача иначе называется зад а чей 
Гр а с го фа или у слов и ем пр о в о р а ч и в а ем о ст и звена. 

Четырехзвенный механизм в общем случае имеет различные дли
ны звеньев а < Ь <с< d. Изобразим этот механизм в двух край-

Рис. 42 

них положениях (рис. 42). Если механизм может занимать эти два 
положения, то при вращении звена а он займет и любое промежу
точное положение. Следовательно, звено а в это\1 случае сделает 
полный оборот ·и будет кривошипом. Таким образом, существование 
кривошипа определяется 6. 0В1С и 6. ОВ2С. 

Из 6. ОВ1С имеем 0В1 < В1С+ОС или a+r. < Ь+d. Из L ОВ2С 
имеем 0В2 > ОС- В2С или с- а> d- Ь, откуда a+d < Ь+с. 
В первом неравенстве сумма величин (а+с) всегда меньше, чем 
(Ь+d), так как а< Ь, а с< d. Поэтому оно не служит критерием, 
определяющим существование кривошипа. Таким образом, только 
второе неравенство является условием существования кривошипа в 

четырехзвенном механизме (условие Грасгофа). Следовательно, в 
четырехзвенном механизме будет кривошип, если сумма длин наи
меньшего и наибольшего звеньев меньше суммы двух других звеньев. 

В схеме механизма (см. рис. 42) против наименьшего звена а 
располагалось второе по величине звено Ь. Возможны всего три 
схемы (рис. 43). Для всех этих схем условие существования криво
шипа будет одним и тем же, что не сложно проверить. 
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В рассматриваемых схемах кривошипом является звено а, но не 
только оно может быть кривошипом. Если всему механизму дать 
обращенное движение с уг лавой скоростью, равной угловой скорости 

Рис. 43 

звена а, но противоположно направленной, то это звено остановится 
и будет стойкой, а стойка будет кривошипом. 

§ 11. Синтез четырехзвенного механизма по заданным условиям 

Требуется построить четырехзвенный механизм по заданным 
условиям. 

Графический синтез 

1. Дано: три положения кривошипа и три положения коромысла 
(Pl'fj. 44). Так как в общем случае А 1С1 =/= А 2С2 =/= А3С3 , то решение 
следует искать в виде схе

мы, изображенной на 
рис. 45. Таким образом, 
задача сводится к отыска

нию положения пары В 
на звене CD. Для этого 
всему механизму даем об
ращенное движение с уг

ловой скоростью, равной 
угловой скорости звена CD, 
но направJ1енной в обрат
ную сторону (рис. 46). 
Тогда звено CD ост ан а в-
ливается, а весь механизм 

Рис. 44 

перемещается относительно него. В этом случае звено АВ враща· 
стся вокруг точки В, а точка А перемещается по дуге окружнос
ти с центром в точке В. Рассмотрим движение точки А в обращен
ном движении относительно первого положения звена CD. Положе
ние 1очки .4 2 относительно звена CD определяется 6 A2C2D. Если 
же C2D совместится с C1D, то новым положением точки А2 будет 
положение л;, которое находим путем построения 6 л;с1D, рав
ного 6 A 2C2D. 

Аналогично находим положение точки л; путем построения 
6 л;с1D= Л A3C3D. Теперь известно положение А 1 , л;, л;- точки А 
при ее движении по дуге окружности с центром в точке В, которую 
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находим как результат пересечения перпендикуляров, восстановлен

ных из середин отрезков - хорд А 1А; и А;А;. 
2. Дано: коэффициент изменения скорости хода и два крайних 

положения коромысла. Прежде чем приступить к построению меха
низма по заданным условиям, введем понятие коэффициента изме
нения скорости хода. 

Изобразим четырехзвенный механизм в двух его крайних поло
жениях (рис. 47). Угловая скорость звена OAwoA=const. При пере

А 

Рис. 45 

(.' ходе звена из положения 1 в 
положение 2 оно повернется . на 
угол (1)1, а при переходе из положе

ния 2 в положение 1 - на угол q>2 • 

Из чертежа имеем q>1 = 180° - 0 и 
q>2 = 180°+0. Таким образом, вре
мя t1_ 2 , затрачиваемое на переме

щение из положения 1 в 2, мень
ше времени /2_ 1 , затрачиваемого на 

перемещение из положения 2 в 1. 
Звено ВС при переходе из поло
жения 1 в положение 2 и обрат-
но поворачивается на один и тот 

же угол, поэтому точка В при ходе вперед и назад будет иметь 
различные средние скорости v1_ 2 и v2_ 1 , причем v1_ 2 > V2-1 • 

Рис. 46 

Назовем коэффициентом изменения скорости хода величину 

k == Vt-!, ГДе k > 1, НО 'taK КаК Vt-! = ts-t =~, ТО k lSOo+O ·• 
Е12-1 V2-1 t1-2 (1)1 180° - 0 

Переходим к построению механизма по заданным условиям. По за-

данному k находим угол 0 = 180° k -
1

. 
k+l 
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Изобразим два крайних положения звена ВС (рис. 48). Точки 
В1 и В2 соединим прямой. При точке В2 построим угол 90°, при 
точке В1 угол 90° - 0, тогда угол с вершиной в точке О' будет 
равен 0. 

Вокруг L О' В1В2 опишем окружность. Угол с вершиной в точке 
О' - вписанный угол, опирающийся на дугу В1В2 , следовательно, 
все вписанные углы, опи

рающиеся на эту дугу, бу
дут равны 0. Поэтому в 
про из вольной точке опи
санной окружности выби
раем точку О и строим 
угол 0. В результате по
лучим два крайних поло
жения четырехзвенноrо ме

ханизма, кривошип кото

рого вращается вокруг 

точки О. Из чер1ежа име
ем 0В1 =r+l и ОВ2 = 
1- r, где r- длина кри- Рис. 47 

0В1-0В2 
вошипа ~ и [- длина шатуна. Следовательно, r 

2 
• Воз-

можность произвольного выбора положения точки О определяет 

Bi 

Рис. 48 

многозначное решение задачи. Это позволяет использовать какое-либо 
дополнительное условие (например, габариты механизма). Произво
дится проверка по условиям Грасrофа. 

Установим, как осуществляется синтез кулисного механизма по 
заданному коэффициенту изменения скорости хода и двум крайним 
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положениям точки В кулисы ВС. Рассмотрим кулисный :механизм в. 
двух крайних положениях (рис. 49). Здесь угол между положением 
кривошипа ОА1 и продолжением кривошипа в положении ОА2 

Рис. 49 

равен 0. Углы В1СВ2 и 0 будут равны 
между собой как углы с взаимно пер
пендикулярными сторонами. 

Построение кулисного механизма по 
заданным условиям происходит следу

ющим образом. Точки В 1 и В2 , поло
жение которых задано, соединим пря

мой. На прямой В1В2 строим р·авно
бедренный треугольник с углом при 
вершине С, равным углу 0. На пря
мой, делящей угол 0 пополам в произ
вольной точке, выбираем точку О, 
вокруг которой вращается кривошип 
ОА. Длину кривошипа ОА определим, 
опустив на прямую В1С (или В2С) 
перпендикуляр. Полученный кулисный 
механизм будет удовлетворять задан
ным условиям. 

Аналитический синтез 

1. Дано q:> 1 , q:> 2 , q:>3 , -ф 1 , 'Ф.~, 'Фз (рис. 50). Определить длины 
звеньев 10 , l 1 , 12 и 13 . 

Обозначим: 

.!..1_=а, ь_=Ь; .!.2._=С. (63) 
/1 /1 /1 

Уравнения замкнутости контура ОАВСО в проекциях на оси ко
ординат ХОУ для i-ro положения механизма будут 

cos q:>i +а cos бi = с+ Ь cos 'Ч'i ;".~ 
sin cpi+a sin бi = ь sin 'Ч'i· (64) 
Исключая из· этих уравнений 
бi, по.пучим 

cos q:>i = bcos 'Фi+ 
+Р1 cos ('Фi - q:>i)--t-P2 , (65) 

где 

Р1 = _·!!_ и Р2 = с2+ь2+1 -- а2 
с 2с 

(66) 

Рис. 50 

Подставляя в выражение (65) значения q:> и 'Ф ( от 1 до 3), получим 
систему линейных уравнений 
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cos <р1 = Ь cos 'Ф1 +Р1 cos ('Ф 1 - q:>1)+P2; 

cos (f>2 = Ь СОS 'Ф2+Р1 cos ('Ф2 - (f>2)+P2; 

cos q:>3 = Ь cos 'Фз + Р 1 cos ( 'Фз - q:>3) + Р 2• ( 6 7 



Из этой системы уравнений определяем Ь, Р1 , Р2 , а затем из 
выражений (66) последовательно находим величины с и а. Для 
принятого значения длины кривошипа 11 (рис. 51) определяем длины 
звеньев 12 , 13 и 10 • Эту задачу удобно решать на ЭВМ. 

В том случае, когда меха-
низм должен воспроизвести за- f 
кон движения, 'Ф='Ф (ер), задан-
ный в виде графической зависи
мости (рис. 52), то решение да
ется приближенным, так как 
только три положения опреде

ляют механизм и только в этом 

случае возможно точное решение. ~----,------u----__..,_.x 
Система уравнений, из ко- ti с 

торой определяются параметры 
механизма, будет Рис. 51 

Ь cos 'Фi+Р1 cos ('Фt - cpt)+P2 - cos cpi =Л~, (68) 
где i = 1, ... , k, Лi - величина, характеризующая отклонения вос
производимой функции от заданной. 

у; 

о ........... , ~2-,3~~ ........ ~. ,___ ........ __.___ -'-. -+_ ---- lf 
Рис. 52 

Значения параметров механизма определятся при минимальной 
сумме квадратов отклонения: 

k 

S=2}Л?. 
1 

В этом случае частные производные этой функции но каждому 
параметру будут равны нулю: 

k k 

дS = ~ 2Л- дЛi = ~ Л. COS("I,. - т.)=0· 
дР~ ~ z дР~ ~ z 't'i тz , 

1 1 

k k 

дS = ~ 2Л- дЛi = ~ Л-=0· 
дР2 ~ i дР2 ~ z ' 

1 1 

(69) 

k k 

-= 2Л. -= Л.соs,1,.=О. дS ~ дЛi ~ 
дЬ i дЬ i 'l'i 

1 1 
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Подставляя в уравнения (69) значения Л1 по выражению (68), 
получим систему линейных уравнений: 

k k 

Ь ~ cos 'Фt cos ('Pi -~<pi) +Р1 ~ cos2 ('Ф~ - (J)i)+ 
1 1 

k k 

+Р2 ~ cos('Фt - <рд- ~cos<pt cos('Фi - <рд=О; 
1 1 

k k k 

Ь ~ cos,p,+P1 ~ cos ('Pi - q,i)+kP2 - ~ cos <pt = О; 
1 1 1 

(70) 

k k 

Ь ~ cos2 'Ф,+Р1 ~ cos 'Фt cos ('Фt - <р 1)+ 
1 1 

k k 

+Р2 ~COS'Vt - ~COS'VtCOS<pt=O. 
1 1 

Отсюда определяем Ь, Р1 , P-z. и далее а и с. Решение данной 
задачи целесообразно проводить на ЭВМ. 



Гл а в а l\,1
• Зубчатые механизмы 

Звенья, входящие в пары 4-го класса, могут иметь профили 
различных очертаний. Передача движения между звеньями в таких 
случаях будет осуществляться либо при качении со скольжением, 
либо _nри чистом качении одной кривой (поверхности) по другой. 

Рис. 53 

Кривые, передающие движение при наличии качения со сколь
жением, называются в з а им но о г и ба ем ы ми, а кривые, пере
дающие движение только при качении,-центроидами отно

с и тел ь но r о д в иже ни я (поверхности - а к с о и дам и от но
с и тельного движения). 

Отсутствие скольжения в центроидных механизмах и явлений, его 
сопровождающих, на первый взгляд делает такие механизмы более 
предпочтительными срщзнительно с механизмами, в которых исполь

зуются взаимноо-гибаемые кривые. Однако на практике центроидные 
механизмы используются крайне редко. Это связано с тем, что 
центроиды относительного движения имеют, во-первых, сложные 

очертания даже при осуществлении сравнительно простого закона 

движения, во-вторых, - неблагоприятные соотношения усилий, дейст
вующих на звенья и пары центроидного механизма. 

Взаимноогибаемые кривые, как будет показано ниже, могут иметь 
простые формы, которые несложно осуществить практически. 
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Наиболее простыми центроидны:\1И механизмами являются фрик
ционные механизмы с центроидами относительного движения -
окружностями. Бош~шое распространение в машиностроении получили 
основанные на передаче движения посредством взаимноогибаемых 
кривых зубчатые механизмы. 

Образование простейшего зубчатого механизма (рис. 53) можно 
представить следующим образом. Если взять центроидную передачу 

Рис. 54 

с центроидами 1 и 2 и расположить на них последовательно че
редующиеся выступы-зубья и впадины, то передача движения бу
дет осуществляться при помощи боковых профилей зубьев. Эти про
фили представляют собой в з а и м н о о г и б а е м ы е к р и в ы е. 

Центроиды же относительного движения 1 и 2 с радиусами rw
1 

и , w
1 
называются начальными окружностями. Точка Р - мгновенный 

центр относительного движения (вращения), принадлежащая непод
вижной плоскости, называется полюсом зацепления. Если точка Р 
располагается между осями вращения колес 0 1 и 0 2 (см. рис. 53), 
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-то зубчатая передача будет с внешним зацеплением. Если же точка Р 
располагается по одну сторону осей колес 0 1 и 0 2 , то это зубчатая 
передача с внутренним зацеплением. 

В том случае, когда одна из начальных окружностей имеет радиус 
бесконечно большой, т. е. начальная окружность вырождается в 
начальную прямую, зацепление будет реечное, и вращательное дви
жение зубчатого колеса преобразуется в поступательное движение 
зубчатой рейки. 

§ 12. Основные параметры зубчатого зацепления 

Часть зуба, выступающая за начальную окружность (рис. 54), 
называется начальной головкой зуба, а часть, располагающаяся до 
начальной окружности, - начальной ножкой зуба. Окружность, 
ограничивающая головки зубьев, называется окружностью вершин, 
а окружность, ограничивающая впадины зубьев, - окружностью 
впадин. 

Расстояние между одноименными профилями соседних зубьев, 
измеренное по дуге окружности, называется шагом зацепления. Шаг 
может быть измерен по окружности произвольного радиуса. Централь-

u б u 2л: 
ныи угол зу чатого колеса, равныи -, называется угловым 

·z 
ша го м зубьев. Длина дуги окружности, которую занимает зуб, 
это толщина зуба, длина дуги окружности, занимаемая впадиной, -
ширина впадины. Введем обозначения: rw

1 
и rw

2 
- радиусы начальных 

окружностей; ha и h1- соответственно ·высота делительной головки 
и высота ножки зуб'1; ra

1 
и 'а. - радиусы окружностей вершин; r11 

и r1 - радиусы окружностей впадин; sw и еш - соответственно 

толuiина зуба и ширина впадины по начальной окружности; Pw -
начальный окружной шаг зубьев; т1 и 't2 - угловой шаг зубьев; z1 
и z2 - числа зубьев зубчатых колес. 

Из принятых определений следует sw+ew = Pw· Шаг по начальным 
окружностям обоих зубчатых колес одинаков. Для начальных окруж
ностей толщина зуба колеса 1 равна ширине впадины колеса 2, а 
толщина зуба колеса 2 равна ширине впадины колеса 1 при отсут
ствии бокового зазора в зацеплении. 

Д.ття зубчатых колес 2nrw
1 
=ZiPw и 2лrw2 =Z2Pw· Из этих равенств 

'wr Z2 
получш1 --= -. С учетом уже известного выражения для пере-

' w 1 Z1 

даточного отношения 

ffi1 Г Wz Z2 
И1-2=-=--=-. 

ffi2 'w1 Z1 

Длина дуги произвольной окружности с радиусом r 1k равна 

2nr1k =z1p1k, откуда 2r1k =Z1 Pik . Обозначим Pik символом m1k и 
л л 
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назовем эту величину модулем зацепления. Следовательно, у зубчатого 
колеса может быть бесчисленное множество модулей. Обычно все 
параметры зубчатых колес и зацепления принято выражать через 
модуль, который соответствует ГОСТу. Такой модуль зубчатых колес, 
находящихся в зацеплении, будет только один. Окружности зубчатых 

Рис. 55 Рис. 56 

колес, у которых модуль соответствует ГОСТу, назыааюrся дели
тельными окружностями. Радиусы этих окружностей 

mz1 mz2 
Г1 =-2- И Г2=-2-, 

где т- модуль зацепления, соответствующий ГОСТу. 
Взяв отношение радиусов делительных окружностей, получим 

(71) 

При определении передаточного отношения зубчатых механизмов 
обычно учитывается его знак, который показывает, в какую сторону 
вращается ведомое зубчатое колесо по отношению к ведущему. Если 
ведомое и ведущее колеса вращаются в одну сторону, то знак пере
даточного отношения принимается положитеw1IЬНЫМ, если в разные -
отрццательным. Следовательно, для внешнего зубчатого зацепления 

(рис. 55) и1_2 =~= - ~, а для внутреннего (рис. 56) и1_2 =~ =....:!... 
OOz Z1 OOz Z1 

§ 13. Зубчатые механизмы, 
состоящие из нескольких пар зубчатых колес 

Зубчатые· механизмы, состоящие из нескольких пар зубчатых 
колес, называются редукторами. Определим передаточное отношение 
одного такого механизма. 
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Общее передаточное отношение механизма (рис. 57). 
Запишем передаточные отношения отдельных зубчатых пар, -состав
ляющих весь механизм: 

Рис. 57 

Возьмем произведение этих передаточных отношений: 

(.1)1 
но --= и1_6 . Следовательно, 

roIV 

(72) 

т. е. передаточное отношение механизма, состоящего из нескольких 

пар зубчатых колес, равно произведению передаточных чисел отдель
ных зубчатых пар, составляющих механизм. 

Если механизм состоит из нескольких конических зубчатых колес, 
то на знак передаточного отношения в таких механизмах оказывает 

влияние и взаимное расположение зубчатых kолес. На рис. 58 видно, 
что изменение положения колеса 3 приводит к изменению знака 
передаточного отношения. Действительно, для механизма, изобра
женного на рис. 58, а 
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з на рис. 58, б 
(J)l Z2 Z4 

И1-4=-·= - -•-, 
(1)4 Z1 Z3 

так как в первом случае колеса 1 и 4 вращаются в одну сторону, 
а во втором - в противоположные. 

Для определения знака передаточного отношения таких механизмов 
испо.~1ьзуют кинематическую схему. На зубчатом колесе 1 около 
линии контакта колес (см. рис. 58, а) наносят стрелку - вектор 
()Кружной скорости одной из точек начального конуса колеса. Если 

а о 

Lи1 
!ША ~ 
l,mJ 

2 

) uJi, 

4 3 

Рис. 58 

эту стрелку направить к линии контакта колес, то стрелка на колесе 2 
также будет направлена к линии контакта колес. Так как колеса 2 
и З жестко связаны между собой, они вращаются в одну сторону, 
и стрелка на колесе 3 направлена в ту же сторону, что и на колесе 2. 
Стрелка на колесе 3 направлена от линии контакта колес 3 и 4, 
поэтому и на колесе 4 стрелка направляется также от линии контакта. 
Знак общего передаточного отношения для механизма, изображенного 
на рис. 58, а, положительный, так как стрелки на колесах 1 и 4 
имеют одинаковое направление, а для механизма, изображенного на 
рис. 58, 6, отрицательный, так как стрелки на этих колесах направлены 
в противоположные стороны. 

Этим методом можно пользоваться также и при определении знака 
передаточного отношения в случаях, когда механизм состоит только 

из цилиндрических колес или цилиндрических и конических. 

§ 14. Дифференциальные и планетарные зубчатые механизмы 

К дифференциальным и планетарным зубчатым механизмам отно
сятся такие механизмы, у которых имеются зубчатые колеса с под
вижными осями (рис. 59). Если число степеней подвижности таких 
механизмов равно единице, то они называются планетарными, если 

двум и более - дифференциальными. 
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Число степеней подвижности механизма, приведенного на рис. 59, 
находим 110 формуле П. Л. Чебышева W =Зп - 2р5 - р4 • Здесь n=З, 
Р5 =3, Р4 =1; W=З-3-2-3-1=2. 

Следовательно, механизм будет дифференциальным. В данном 
механизме два независимых закона движения, т. е. двум звеньям 

(например, 1 и 3) можно задать произ
вольные законы движения, тогда звено 2 
будет двигаться по определенному за
кону. 

Зубчатое колесо 1, ось которого непод
вижна, называется центральным колесом, 

колесо 2, имеющее подвижную ось, - сател
литом, а звено 3, несущее зубчатое ко
лесо с подвижной осью, - водилам. Пере-
даточное отношение в таких механизмах ,t· 
можно определить, используя метод обра
щенного движения. Для этого дифференци, 
альному механизму (см. рис. 59) мыс
ленно придаем дополнительную угловую 

скорость, равную угловой скорости во
дила, но направленную в противополож

ную сторону. Это не изменит относитель-
ного движения звеньев, абсолютные же Рис. 59 
скорости будут другими: · 

Звено .......•. 
Скорость звена ro1 
Скорость при обращенном дви-

жении .......... 00 1 -00
8 

Угловая скорость водила будет равна нулю, и в механизме уже
не будет зубчатых колес с подвижными осями, т. е. механизм из. 
дифференциального превращается в обычный, для которого справед
ливо отношение: 

u(B) 
12 

ffi1-roв = -~ 
ffi2- (t)B Z1 

Для планетарного механизма ы1 =0, следовательно, 

откуда 

u<B) 
12 

(73) 

(74) 

Для дифференциального механизма, состоящего из п зубчатых 
колес, 

(- z:~J· (75)-
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Из этих выражений находим неизвестное передаточное отношение 

и угловую скорость звена механизма. 

Углы поворота звеньев в дифференциальном механизме (см. рис. 59) 
определяются уравнением <р1 = <р 1 (ср2 , <р8). Дифференцируя это урав
нение по времени, получим 

Здесь 

d<r-1 -ro . dt- 1, 

Тогда 

а tf 

11:.~ .и .. ~,, ГJ,.2 2,01:. Г]J_ 
l18

~ 01~. OJ 'I [:_ 
1 

0.
5---0.J 21 ~В 

Ll.~: t77..:l,f.tI( = 2.0---~ol iт-' 
и:: 4,r. .. 489 4s ... 0,93 3 

d<p2 - О) • 

dt - 2
' 

3 

Рис. 60 

дq>1 = u<B). 
д 12 ' (1)2 

О) - 'l(B)ro + (2) 
1-" 12 2 И1вu>в. 

~-

(76) 

Из уравнения (73) имеем 
u>1 - u> = u<B>u>2 - u<B>u> 

в 12 12 в· 
(77) 

.Подставляя в уравнение (77) значение u>1, по выражению (76) получим 

иИJ+ и\~>= 1. (78) 

В элементарном дифференциальном механизме сумма коэфри
циентов при угловых скоростях ведущих звеньев равна единице. 

Рассмотрим возможные схемы четырехзвенных планетарных эпи
циклических зубчатых механизмов (рис. 60). На рисунке показаны 
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рекомендуемые передаточные отношения, которые можно осуществить 
различными передачами. Для силовых передач рекомендуются схемы 
а и Ь, .так как они имеют высокий КПД, примерно равный 0,96. 
Для вQспроизведения такими передачами больших передаточных. 
отношен~й используется несколько пос- ~ - - - - .._ 
ледовательно соединенных механизмов. 1 ': 1 1 - - - - , 

Замкнутые дифференциальные меха- 1 
1 

1 1 

низмы. Простой дифференциальный 1 ~ 1 1 ,l'4 1 

механизм (рис. 61, звенья 3', 4, 1', В), 1 ~ р1 
~1 

12 1 1 имеющий две степени подвижности, пу-
11 

1

1

~
1 

i' ,-;d 
1 

тем присоединения к двум его звень-

ям обычного зубчатого механизма 1 ~ ~ : 

(звенья 1, 2, 2', 3) превращают в ме- i ~ ~, ~ 
ханизм с одной степенью подвижное- 1 1 

ти, называемый дифференциальным зуб- 1.... __ - - _ j 
1

1

1 чатым механизмом. 

Для определения передаточного от-
ношения u18 разделяем механизм на два 

отдельных механизма - один механизм 
обычный, другой - дифференциальный 
(см. рис. 61). Тогда 

имеем 

Огсю,в.а получим 

Рис. 61 

U1з- ивз· 

1 - UВЗ' 

U13 ( u\J?l, - 1) 
И И1в= . 

(В) 
Ul 'З' - U13 

(79), 

(80) 

(81)· 

Здесь ll1з И иi~а,определяются IIO известным числам зубчатых колес 

механизма. 

Условия синтеза дифференциальных и планетарных механизмов. 
При назначении чисел зубьев колес создаваемых дифференциальных 
и планетарных механизмов следует соблюдать определенные условия. 
У становим эти условия. 

Для дифференциального зубчатого механизма (рис. 62) Гw3 =rw
1 
+ 

+2rw,· Полагая, что начальные и делительные окружности совпадают,. 
mz3 mz1 2mz2 Zз- z1 Э 

получим -=--+--, откуда z2=--. то условие носит на-
2 2 2 2 

звание у слов и я с о о снос т и. Из него следует, что числа зубьев 
центральных колес 1 и 3 должны быть либо оба четные, либо оба 
нечетные. Только в этом случае z2 будет целым числом. 

При сборке дифференциального зубчатого механизма, имеющего 
несколько сателлитов, зубья этих сателлитов должны полностью-
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совпадать со впадинами центральных колес 1 и 3 (см. рис. 62). 
Найдем условие, при котором это будет соблюдаться. Это условие 
носит название у с л о в и я с б о р к и. Одно из зубчатых колеi сател
лито:13 (колесо 21) полагаем введенным в зацепление, начальные ок
ружности контактируют в точках а и Ь. По начальным окружностям 
колес 1 и 3 от точек а и Ь отложим шаг зацепления в направлении 

Рис. 62 

'-" '-" 
колеса 22 • В общем случае шаг на аа' и ЬЬ' не уложится целое число 
раз. Поэтому а'а" < Pw и Ь'Ь" < Pw· От точки а' отложим дуги 
'-" '-" '-" '--' 

a'a"'=Pw-a'a" и a'a1=Pw-a'a" и проведем диаметр а1Ь1 • При 
перекатывании начальных окружностей в процессе зацепления колес 
точка а1 попадает в точку а'. Зубчатое колесо 22 можно ввести в 
зацепление, если оно после этого окажется в тех же самых условиях 

зацепления, что и колесо 21 • Для этого необходимо, чтобы точка Ь1 
'-" '-" 

попала в точку Ь', т. е. чтобы Ь1Ь' ==;=Ь"Ь'. Из чертежа следует, что 
'-" '--" ...__,, '-" '--" '---" 
а'а1 =Ь'Ь1 • Следовательно, Pw- а'а"=Ь'Ь" или a'a"+b'b"=Pw· 

Обозначим через р число сателлитов, тогда 

. '-" 'Z р '--" 
aa'=~=k1Pw+a'a" и 

р 

где k1 и k2 - целые числа. 
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Су~мируя, получим 
,Ln___ z р '-.._./ '-.._./ 
~+~ = (k1 +k2)"pw+a' а"+Ь'Ь" = (k1 +k2) Pw+ Pw = kPv.·· 
р р 

где k-делое число. 

Следовательно, zi+zз =k, т. е. сумма чисел зубьев центральных 
р 

колес должна быть кратна числу сателлитов. 
Следующим условием синтеза планетарных и дифференциальных 

передач является условие соседства. При сборке соседние зубчатые 
izoлeca 2 не должны задевать друг друга, т. е. должны находиться 
на таком расстоянии, чтобы выполня.~юсь условие l>2ra

1
, Из рис. 62 

имеем -1-=(rw
1
+rw

1
) sin ~, тогда условие соседства примет вид 

2 р 

(ru.,
1 
+rw

1
) sin ~ > Га2 , 

р 

§ 15. Основной закон зацепления (теорема Виллиса) 

Для очертания боковых профилей зубьев можно использовать 
различные взаимооrибаемые кривые. Однако произвольно они выбраны 
быть не могут. Установим!условия, которым должны удовлетворять 
боковые профили зубьев. 

Изобразим соприкасающиеся в точке А два профиля 1 и 2, которые 
передают вращательное движение относите.тrьно осей 0 1 и 0 2 (рис. 63). 
У r ловые скорости ffi1 и ffi2 заданы, пе-

rо1 02Р 
редаточное отношение и12 =--=--, 

ro2 О1Р 
где Р - мгновенный центр относительно·го 
вращения. 

Относительная скорость v12 точки А, 
принадлежащей профилю 1, направлена 
перпендикулярно отрезку АР. Через точ
ку А проведем общую нормаль N N к 
_кривым 1 и 2, которая пересечет линию 
центров 0 10 2 в неизвестной точке Р v· 

Проекция относительной скорости v1 2 
на направление нормали N N должна быть 
равна нулю, так как в противном случае _v12_ 

профили 1 и 2 либо не будут соприка. 
саться - разойдутся, либо будут внедрять. 
ся друг в друга в зависимости от нап. 

равления vf 2• Передача движения в обо. 

их случаях невозможна. Но это означает, 
что v12 J_NN. Следовательно, линия NN Рис. 63 
совпадает с линией АР, т. е. проходит не че-
рез произвольную точку Р У' а через точку Р. 

Таким образом, сбщая нормаль в точке касания двух взаимо
огибаемых кривых (профилей), передающих движение с заданным 
передаточным отношением, проходит через мгновенный центр вращения 
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в относительном движении. Это основной закон зацепления (т~орема 
Виллиса), которому должны удовлетворять боковые профили ,вубьев. 

Из многих взаимоогибаемых кривых, удовлетворяющих осfовному 
закону зацепления, для очертания боковых профилей зуб,ьев наи
большее распространение получили эвольвентные, циклоидальные и 
круговые профили. В настоящее время подавляющее большинство 
~у§чатых колес имеет зубья с эвольвентным профилем. 

§ 16. Теория эвольвентного зацепления 

Эвольвента и ее свойства. Для построения эвольвенты 
изGбразим окружность произвольного радиуса ОА (рис. 64). В точке А 

Рис. 64 Рис. 65 

к окружности проведем касательную прямую АВ. Ог точки А на 
прямой АВ 0тложим отрезки. произвольной величи~ А l =-13 =-
2 3= .... На окружности от точки А отложим дуги AI' =Al, 1'2' =-
= 1 2 .... Прямую АВ буд~м катить без скольж3ния по окружности, 
тогда кажа;ая точка прямой АВ будег описьвать эвольвенrу. Из 
условий образования эвользенrы можи:::> установить следую:цие ее 
свойства. 

1. Касательная · к окружности является нормалью в соо·гветст
вующей точке эзольвенrы. Д1шна нормали рав1н радиусу кривизны 
эвольвенты и соответствую:цей дуге окружности. 

2. Эаольвенты, образованны~ различНЫ\fИ точками об;>азуюдей 
прямой АВ, представляют соб::>й эквидистантные кривые - равно
стоящие по нормали. 

3. Эвольвенты, образованные на данной окружности, при нало
жении совпадают, т. е. представляюг собой различНЫ3 участки одной 
и той же эвольвенты. Следовательно, эвольвента полностью опреде
ляется окружностью, которой она образована. 



Ура вне ни е э в о л ь в е н т ы. На эвольвенте, образованной 
окружностью радиусом r (рис. 65). положение точки М определяется 
радиусом-вектором ОМ =l и углом ~-

Dt 

Рис. 66 

Из точки М проведем касательную АМ =р к окружности. Поло
жениuадиуса ОА_:,определяется углом а. Из рисунка ~=0- а, но 

АМ '---' -8---0
-. Из-_свойств эвольвенты АМ0 =АМ, тогда r 
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АМ 0=--=tga и ~=tga- а. 
r 

(82) 

Радиус-вектор l= -'-. Таким образом, для окружностп с pa-
cosa 

диусом r параметры эвольвенты ~ и l полностью определяются 
углом а. Уравнение (83) есть уравнение эвольвенты. Его принято 
записывать следующим образом: 

~ = inv а(~ - инвалюта а). (83) 
Эта функция используется при вычислении параметров зубчатого 
зацепления. Имеются специальные таблицы ее численных значений. 

Внешнее эвольвентное зацепление цилиндрических зубчатых 
колес имеет место в том случае, когда начальные окружности каса

ются внешним образом. Д.11я построения эвольвентного зубчатого 
зацепления полагаем известным Гw 1 и Гw2 - радиусы начальных ок

ружностей, Гf 1 и Гf 2 - радиусы окружностей впадин; Pw - шаг за
цепления по начальныl\1 окружностям; Га1 и га. - радиусы окружно

стей вершин; Sи. и ew - толщину зуба и ширину впадины по на
чальным окружностям; а - угол зацепления. Понятие сб угле 
зацепления будет дано несколько позже. 

Отложим межцентровое расстояние 0 10 2 =rw
1
+rw, (рис. 66) и 

изобразим начальные окружности, соприкасающиеся в точке Р. 

Через эту точку проведе!\1 прямую t-t _L_010;. Затем под углом а 
к прямой t - t проведе1 прямую NN, на которую из центров 0 1 

и 0 2 опустим перпендикуляры О1А и 02В. Радиусами rь 1 =01А 
и rь. = 02В из центров 0 1 и 0 2 проведем две окружности, которые 
носят название основных окружностей. На прямой NN на отрезке 
АВ возьмем произвольную точку К. 

Если прямую N N катить без скольжения по первой осаовной 
окружности, а затем по второй, то точка К прямой NN опишет 
вначале эвольвенту 1, а затем эвольвенту 2, которые и примем за 
боковые профили зубьев зубчатых колес. 

Радиусами ra
1

, ra. и ,,
1

, ,,. проведем окружности вершин и впа
дин, ограничивающие соответственно головки и ножки зубьев. 
Переход эвольвентного профиля зуба в окружность впадин должен 
быть плавным по окружности со стандартным радиусом r=0,25 т. 
Затем откладываем по нача.11Ьной окружности толщину зуба 1-ro 
колеса и толщину зуба 2-ro колеса, равную ширине впадины 1-го 
колеса. Строим обычным путем симметричные профили. Точки пере
сечения окружностей выступов и линии NN обозначим через а и Ь. 

Докажем, что эвольвенты удовлетворяют основному закону за
цепления. В соответствии с основным законом зацепления общая 
нормаль к профилям зубьев должна проходить через точку Р. Ли
ния NN - касательная к основным окружностям, на которых обра
зованы эвольвенты, проходит через точку Р и является общей 
нормалью к эвольвентам в точке их касания К. По-другому общая 
нормаль к эвольвентам не может пройти, так как она обязательно 
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(см. свойства эвольвенты) должна касаться основных окружностей. 
Следовательно, эвольвенты удовлетворяют основному закону за
цепления. 

11 

/ 

/ 
Рис. 67 

Точка К контакта зубьев располагается на линии NN. Так как 
эта точка принята произвольной, линия NN, связанная с непод
вижной плоскостью, представляет собой геометрическое место точек 
контакта зубьев - линию зацепления. Вне этой линии зубья не 
контактируют. 

Рассмотрим процесс зацепления пары зубьев и установим грани
цы линии зацепления. Если расположить зуб первого колеса так, 
что его профиль будет проходить через точку а, то у контактирую
щего с ним зуба второго колеса эвольвента в точке а будет распо
лагаться своей верхней точкой, которая первой попадет на 
линию NN. Следовательно, на линии NN точка а будет началом 
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зацепления. Дальнейшее перемещение 1очки контакта зубьев по· ли
нии зацепления будет происходить до точки Ь, после которой 
зацепление уже невозможно, так как эвольвента зуба первого 
ко;1еса уходит с линии зацепления. Таким образом, зацепление&пары 

зубьев будет происходить в пределах линии аЬ, которая называется 
активной линией зацепления. 

Линия АВ называется линией зацепления. Это есть предел ак
тивной линии зацепления. Изменяя параметры зубчатого зацепления 

g f/Qцальная прямая 
·~ ~kц··-·7 

Рис. 68 

)./ 

(например, радиусы га/ и Га2), можно удлинить линию аЬ~ при этом 
точки а и ь· не могут располагаться соответственно за точками 
А и В. Действительно, если предположить, что точка а заняла 
положение а1 (см. рис. 66), то нормаль к эвольвенте будет каса
тельной 1 - 1 к основной окружности и уже не пройдет через 
точку Р, т. е. за пределами линии АВ не удовлетворяется основной 
закон зацепления. Рабочие участки зубьев - это участки их про
филей, точки которых в процессе зацепления контактируюr, пере
давая движение. 

Внутренне зубчатое зацепление (рис. 67) строится аналогично 
внешнему. Следует обратить внимание на то, что зуб большого 
колеса имеет вогнутый профиль. 

Реечное зацепление (рис. 68) предназначено для преобразования 
вращательного движения зубчатого колеса в поступательное движе
ние зубчатой рейки (возможно и обратное). Профиль зуба рейки 
прямолинеен. Это несложно представить, если рассматривать реечное 
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зацепление как предел, с одной стороны, внешнего зацепления. 
а с другой, - внутреннего. Следовательно, и профиль зуба рейки 
будет являться, с одной стороны, пределом выпуклого профиля, 
а с другой - вогнутого. 

§ 17. Способы изготовления зубчатых колес 

Существует два основных способа изготовления зубчатых колес: 
способ копирования и способ огибания (обкатки). 

Способ копирования заключается в том, что инструменту прида
ется форма впадины зуба (рис. 69). При рабочем движении инстру
мента удаляется материал 

зубчатого колеса, заключен
ный во : впадине. Повторяя 
эту операцию в соответствии 

с количеством зубьев, полу
чаем зубчатое колесо. 

При изготовлении зубча
того колеса способом огиба
ния применяется) инструмент 

(рис. 70), имеющий форму 
зубчатого колеса. Ему при
дается возвратно поступатель

ное движение вдоль оси. 

Рис. 69 

Постепенно оси заготовки и инструмента сближаются до врезания 
на полную глубину зуба. Затем инструменту и заготовке дается 
такое относительное движение, какое бы имели два зубчатых ко

леса, находящихся в зацеп-

' - лении. В результате часть 
jazomo!Jкo материала заготовки, меша-

f , 177'.-т---+--Т'7"">..,..,.,.. ющая зацеплению, удаляет-
t ся и образуется зубчатое ко-

/ лесо. r'J 

1/ 
/ / Вместо зубчатого колеса 

Рис. 70 

в качестве инструмента мо

жет быть использована зуб
чатая рейка. Инструменталь
ная стандартная рейка 
(рис. 71), применяемая для 
нарезания зубчатых колес, 
имеет размеры, которые вы

ражаются через модуль. Для 
u " h • h. 1 стандартнои реики а= f = ; 

с* =0,25; а0 =20°. Контур 
зубьев рейки в сечении плоскостью, перпендикулярной ее делитель
нойJ плоскости, называется исходным к он туром. Отличитель
ной особенностью рейки является постоянство шага на любой ее 
прямой. 
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Пplt нарезании зубьев зубчатого ко.11еса его делительная окруж
ность и делительная прямая инструментальной рейки могут иметь 
различное взаимное расположение. Смещение делительной прямой 
относительно делительной окружности обычно выражается в до-

делите11ьнQя 

Рис. 71 

лях модуля хт. Здесь х - коэффициент смещения исходного коН1ура 
(рис. 72). 

Возможны три случая относительного расположения делительной 
прямой и делительной окружности. 

Рис. 72 

-1. Делительная прямая располагается на расстоянии от оси ко
леса, большем r (см. рис. 72, а), х>О. Зубчатые колеса, изготовлен
ные при этом условии, называются положительными. 

2. Делительная прямая касается де.штельной окружности (см. 
рис. 72, б), х=О. Зубча1ые колеса - нулевые. 

3. Делительная прямая располагается на расстоянии от оси ко
леса, меньшем r (рис. 72, в), х< О. Зубчатые колеса - отрицательные. 

Во · всех случаях делительная окружность и прямая зубчатой 
рейки, касательная к ней, перекатываются друг по другу без 
скольжения. Следовательно, делительная окружность является на
чальной при изготовлении зубчатого колеса. 

В зацепление можно вводить зубчатые колеса, изготовленные 
с различными сдвигами нарезающего пнструмента. Возможны сле-
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дующне сочетания: х~ =х1+х2>О- положительное зацепление; 
х~ =х1 +х2 = О - нулевое зацепление; х~ =Х1 +х2<О - отрицательное 
зацеп.11ение. 

§ 18. Параметры зубчатого зацепления и зубчатых колес, 
изготовленных со смещением исходного контура 

Т о л щи на з у ба к о л е с а на де л и те л ь но й о к р у ж н о. 

н u u б nm Э u 
ст и. а делительнои прямои толщина зу а равна - . тои же 

2 

6 

1 
1 
1 

'l.f1 

Рис. 73 

величине равна толщина зуба колеса на делительной окружности 
при отсутствии смещения. 

При смещении исходного контура (рейки) на величину хт тол-

щина зуба увеличивается на 2Л (рис. 73). Следовательно, S-~+2Л, 
• 2 

но _·л = хт tg а, поэтому 
nm S=-+2xmtga. 
2 

(84) 

В этu11 выражении, как и во всех последующих, х является алгеб
раическим членом. При численных расчетах принимается соответст
вующий знак. 

Т о л щи н а з у б а к о л е с а S1 на о к р уж но ст и п р о и з
в о ль ног о радиуса r1 . Из рис. 74 имеем ~.v+Yy=~+Y, но 

~=inva; ~.v= inv а1 ; 
s 

у= 2,. 

Подставляя значения величин в исходное уравение, после неслож
ных преобразований получим 

S)1=2ry(
2
~ + inva- inva.v), (85) 
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где cosay=~ (см. уравнение эвольвенты); rь- радиус основной 
. 'У 

окружности. 

Рад и у с ы окр уж но ст ей выступ о в и впадин зуб ч а
т о r о к о л е с а. Из рис. 75 следует: 

о. 

Рис. 74 

ra=r+xm+h;m; 
r1=r+xm - hjm-c*m. 

Рис. 75 

(86) 

(87) 

Угол зацепления и межосевое рас.стояние пары 
зу б ч ат ы х к о л е с. Для беззазорноrо зубчатого зацепления, т. е. 
когда зуб первого колеса полностью вписывается во впадину вто
рого колеса (и наоборот), Sw

1 
+Sw

1 
= Pw (рис. 76), так как толщина 

зуба колеса по начальной окружности равна ширине впадины зу
ба зацепляющегося с ним зубчатого колеса. Используя ранее полу
ченные выражения, имеем 

Sw 1 =2rw1 (~+iпva- invaw); 
2,1 

Sw1 =2rw2 (
stinva- invaw ); 
2,2 

Pw = 2nrw. = 2nrwz ; r =mz1. r _mz2. 
Z1 Z2 l 2 ' 2

- 2 ' 

S лrп t S лт 
1 =-+2x1m ga; 2 =-+2х2т tga. 

2 2 

Подставляя значение величин в исходное выражение, после 
несложgых преобразований получим 

inv aw (88) 
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'ь +rь 
Межосевое расстояние (рис. 76) aw=01P+02P= 1 

• • 

cosaw 
Обозначим- через а межосевое расстояние для случая а= aw, когда 
начальные окружности совпадают с делительными. 

тогда 

02 1 

Рис. 76 

aw = cosa 
а cosaw 

cosa 
и а =a--w . 

cosaw 
(89) 

§ t 9. Относительное скольжение эвольвентных профилей зубьев 

Боковые профили зубьев зубчатых колес представляют собой 
взаимоогибаемые кривые, т. е. передают движение от одного· профи
ля другому при качении и при скольжении друг по другу. Вели
чина скольжения, т. е. относительной скорости контактных точек 
профилей, взаимодействущщих зубьев зубчатых колес наряду с дру
гими факторами определяет по1ери мощности на трение скольжения 
и износ зубчатого зацепления. 

Для оценки качества зубчатого зсlцепления пользуются понятием 
удельного скольжения. Для нахождения удельного скольжения рас
смотрим пару зубчатых колес (рис. 77), зубья которых в рассмат
риваемый момент времени соприкасаются в произвольной точке К. 



кружные скорости точки К, принадлежащей обuим профилям, 

11 =W1(01K) и Vy
1
=w2 (02K). Проекции этих скоростей равны между 

собой в соответствии с основным законом зацепления, проекции 

N 

Рис. 77 

же скоростей vк и vк Г на направление касательнqй к профилям 
>'1 у,· 'tj 

.различны (кроме точки К, совпадающей с точкой Р): 

{ 

O--=<:>т+,+,r+-w+r-1~~i..+-'-+--'-'...Ч...&.+-Ч--+ч:l""06 

-~ 

Рис. 78 

' \ 
- с.о 

где р1 =АК и р2 =ВК -
радиусы кривизны профи
лей зубьев. 

Скорость скольжения 
первого профиля по вто-
рому vs = vк - vк 

Yl-2 У1 У, , 

скорость ско.'lьжения вто

рого профиля по первому 
Vs =Vк - vк . Обыч-

У2_1 У1 У1 

но пользуются понятием 

удельного скольжения --0-1 = 
Vs 

Y1-z 
Vs 

.Q. У1-1 • 
И u·2=---

VкY1 Vку. 
Подставляя значения ~скоростей, выраженные через ffi и р, получим 

,в,1 === 1- Р2002; t},2 = 1 - Р1ОО1, но 001 =~. 
Р1ОО1 Р2ОО2 002 Z1 

Тогда удельные скольжения на профилях зубьев колес 1 и 2 соот
ветственно будут равны: 

--о,1 = 1 _ P2Z1 ; t),
2 
= 1 _ P1Z2 . (90) 

P1Z2 P2Z1 
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Графическая зависимость t}1 и t},2 от положения точки контакта 
зубьев на линии зацепления показана на рис. 78. Максимальные 
значения удельных скольжений не должны значительно отличаться 
друг от друга. Это достигается путем изменения положения актив· 

oi 

Рис. 79 
ной линии зацепления аЬ на линии зацеп.пения АВ при соответст
вующем выборе коэффициентов смещения х1 и х2 в процессе изготов
ления зубчатых колес. 

§ 20. Минимальное число зубьев зубчатого колеса, 
изготовленного без смещения исходного контура 

В общем случае зацепления зубчатых колес одно колесо буде·г 
меньше другого (рис. 79). Рассмотрим такой случай, когда крайняя 
точка активной линии зацепления Ь совпадает с крайней точкой 
линии зацепления В. Если теперь для малого зубчатого колеса Z 
с числом зубьев z2 принять число зубьев меньшее, чем z2 при всех 

прочих равных условиях, то ось колеса сместится в положение о;, 
а точка В в положение В', т. е. активная линия зацепления, orpa-



ниченная точкой Ь, выйдет за пределы теоретической линии зацеп
.Jiения. Ранее было показано, что за пределами линии АВ зацепле
ние невозможно, так как не удовлетворяется основной закон зацеп· 
.Jiения. Следовательно, для рассматриваемого случая уменьшать 
·число зубьев на колесе 2 нельзя, т. е. z2 =Zm1n, где Zm1n - наимень-

0 шее число зубьев на зубчатом 
а _....,.__ __..._ колесе. Найдем это число. Из 

ЛО1О2В (см. рис. 79) имеем 

01В2= 010~+02В2 
-

- 2 (010 2) (02В) COS aw, · (91) 
но 

01В = r W1 + h;т; 02В = r Wa cos aw; 
0102 =Гw1 +rw

1
, (92) 

Рис. 80 тогда 

(rw 1 +h:m) 2 =(Гw1 +rw2 )
2+r;

1 
cos2 aw - 2 (~w1 j-~J!w. cos2 aw. (93) 

~ ~-
Обозначая --1 =и> 1 и учитывая, что rw =-2

, после деления 
rw, • 2 

.левой и правой частей последнего выражения на r 2 получим 

. ( 2h*) 2 w. 
и\+ z

2
a =(и+l)2+cos2 aw-2(и+I)cos2 aw (94) 

Раскрывая скобки в правой части этого выражения, после не
сложных преобразований будем иметь 

( 2h*) 2 
• 

и+ Zza =и2+(2u+l)sin2 aw, 

()Ткуда 

2h* 
Zm1n=Z2= а ' 

У и2+(2и+l) sin2 aw- и 
(95) 

.или 

-2 _ 2h* V и 2+(2и+ 1) sin2 аw+и . 
mtп-

a (2и+l) ,sin2 aw 
(96) 

Если зацепление колеса 2 
происходит с зубчатой рейкой, 
то r'fl11 =ОО и и=оо. Разделив 
числитель и знаменатель пос

леднего выражения на и, по-

лучим ______ Рис. 81 

-. / 1+(~+..!.) sin2 aw+l 
2h • V и и2 

Zmtn= 

а (2+~)sin2 aw 
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Подставив в (97) значение и= оо, будем иметь 

2h
8 

Zm1п=--a-. 
sin2 aw 

Если h;= 1, aw=20°, то Zmtn= 17. 

(98) 

В процессе изготовления зубчатого колеса методом огибания уда

ляется та часть 1\rатериала колеса, которая мешает зацеш-.ению, т. е. 

N 

/ 
/ 

г-

Рис. 82 

материал, сосредоточенный во впадинах зубьев зубчатых колес. 

Таким образом, вырисовывается зуб нормальной формы (рис. 80, а). 
Если на зубчатом колесе принять число зубьев z<zmtn, то уда

ляется еще дополнительная часть материала и зуб получается под

резанным (рис. 80, 6). Это нежелательно, так как он ослабляется. 

Подрез мало ощутим при z::;;;;i,.14, поэтому практически можно при

шать Zmin пр= 14. 
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~ 21. Минимальное число зубьев зубчатого колеса, 
изготовленного со смещением исходного контура 

Для получения числа зубьев на зубчатом колесе z<zm1n без под
реза необходимо осуществить положительное смещение нарезающего 
инструмента. Найдем соотношение между числом зубьев, которое 
может быть нарезано на зубчатом колесе без подреза, и смещением 
исходного контура. 

Для зубчатого колеса с осью 0 1 и числом зубьев z = Zmin линия 
вершин (рис. 81) инструментальной рейки (за линию вершин прини
мается прямая, ограничивающая прямолинейную часть зуба рейки) 
проходит через точку В1 - крайнюю точку линии зацепления. · 

У зубчатого колеса, для которого z<zm1n, ось колеса займет по
ложение 0 2, а крайняя точка линии зацепления - положение В2 • 
Для того, чтобы избежать подреза, рейку следует переместить на 
величину хт так, чтобы линия вершин рейки прошла через точ
ку В2 • На отрезке 01Р показаны точки С1 и С2 • Треугольники 01В1Р 
и 0282Р будут подобны как треугольники с взаимно параллельными 
сторонами. Следовательно, 

или 

откуда 

01Р С1Р 
02Р = С2Р' 

mz 
2 

-h• Zmiн-Z 
ИХ- а---. 

Zmiн 

При таком относительном сдвиге подреза зубьев не будет. 

§ 22. Коэффициент перекрытия 

Началом зацепления пары зубьев будет положение, когда эволь
вента зуба зубчатого колеса попадает в точку а (рис. 82). Заканчи
вается зацепление при положении эвольвенты зуба, когда она попа
дает в точку Ь. На протяжении зацепления зубчатое колесо повер
нется на угол (J)y, который называется углом перекрытия зубчатого 
колеса передачи. 

Для оценки качества зубчатого зацепления пользуются понятием 
коэффициента перекрытия зубчатой передачи. Коэффициентом пере
крытия называется отношение yr ла перекрытия зубчатого колеса 
передачи к его угловом у шагу. Следовательно, 

( 100): 
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Коэффициент перекрытия можно выразить через активную линию 
зацеплt:ния аЬ. Из рис. 82 имеем 

V d1d2 
<ру.=--. 

гь. 

Из свойств эвольвенты (из условий ее образования) 

V d1d2=ab2, 
поэтому 

аЬ 
(j)y =-

1 г 
ь. 

аЬ rь 
---, так как - 1 =cosa1v. 
cosawrw

1 
Гw 1 

( 101) 

Подставляя в уравнение (100) значение (f)y
1 
по выражению (101) 

2л mz1 
и имея в виду, что т1=- и rw =- получим 

Z1 1 2 

ab2z1 аЬ 
Ву= 

cos a7111mz12n PwCOS aw 
(102) 

При этом надо учитывать, что если Bv= 1, то <J'v='t' и в зацеп
.1ении все время находится одна пара зубьев; если же Bv=2, то 
(f)у=2т и в зацеплении все время находится две пары зубьев; при 
Bv= 1, 7 в зацеплении 70% времени находится две пары зубьев и 30% 
одна пара зубьев. 

Следует принимать коэффициент перекрытия вv> 1, в противном 
случае, когда одна пара зубьев выйдет из зацепления (в точке Ь), 
другая пара еще не войдет в зацепление, т. е. в зацеплении будут 
перерывы, чего не следует допускать. Обычно в .. /-;;;,.1, 1. Для повы
шения работоспособности зубчатого зацепления необходимо увели
чивать Ev. При увеличении ву нагрузка между зубьями будет пере
даваться одновременно двумя парами зубьев более длительное время. 

Коэффициент ,перекрытия обычно определяется аналитически11,,1 
путем. Из чертежа (см. рис. 82) имеем 

аЬ=аР+РЬ=аВ- РВ+АЬ- АР, 

кроме того, 

2л mz 2л 2л; 
р cos а = тл cos а = - -cos а = - r cos а = - r ь· w w w z 2 w z w w z 

Тогда 

аВ 
так как - = tgaa1 ; 

гь. 

== arccos rь • 
Га 

z1 tg аа 1 +z2 tg аа1 - (z1+z2) tg aw 

2л 
(103) 
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§ 23. Коническое зубчатое зацепление 

Коническое зубчатое зацепление применяется при передаче вра
щательного движения между пересекающимися осями I и II (рис. 83). 
Для заданных значеню~ угла ~ пересечения осей I и 11 и переда-

Рис. 83 

точного отношения и 1-2 = 001 = const найдем: аксоиды относительного 
Ю2 . 

движения - поверхности, при взаимном перекатывании которых осу-

ществляется этот закон движения. 

Если всей системе (см. рис. 83) придать обр.ащенное движение 
с угловой скоростью ro1 , то угловая скорость в относительном дви
жении 0=ю1+rо2 (ro1 принимается с обратным знаком). Эrим опре
делится положение мгновенной оси относительного движения 00. 
Геометрические места линий 00, принадлежащие первому и второму 
звеньям в относительном движении, образуют соответственно две 
конические поверхности - аксоиды относительного движения, кото

рые называются начальными конусами. 

Для определения этих конусов найдем углы 61 и С,2 • Одно урав
нение будет 61 +62 = ~- Для получения другого уравнения возьмем 
на оси 00 произвольную точку К, являющуюся общей точкой двух 
начальных конусов. Окружная скорость этой точки uh. = ro1K L1 = 
=ro2KL2, но KL2 =ОК sin б2 и KL1 =ОК sin ~1, значит, 

sin б2 ro1 ro10K sin 61 =ro20K sin б2 и-.-=-= и1 _ 2. (104) 
SШ б1 Ю2 

Решая уравнения совместно, получим 

sin (~ - {>i) sin ~ cos al - cos ~ sin al 
U1-2=----

sin al 
sin ~ --cos~, (105) 
tg 61 
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откуда 

t .• sin 1: 
gu1=-----, 

· и1 _ 1+cos 1: 
(106) 

(107) 

Установим, на какой поверхности будут располагаться профили 
зубьев конических зубчатых колес. Точки профиля первого зубчатого 
колеса, перемещаясь в процессе зацепления, контактируют с точками 

профиля второго колеса. .:, 
Контакт этих точек возмо
жен, если они будут нахо
диться на одном и том же 

расстоянии от точки О - пе
ресечения осей I и 11. Сле
довател !:>НО, поверхность, на 

которой располагаются про
фили зубьев, будет геомет
рическим местом точек, рав

ноудаленных от точки О в 
пространстве, т. е. сферой с 
центром в точке О. 

Таким образом, для по- б 
строения конического зубча-

того зацепления следует ана

логично предыдущему про

делать все построения на сфе
рической поверхности. Сово
купность сферических сече-
ний с непрерывно уменьшаю
щимся радиусом конического 

зубчатого зацепления обра
зует конические зубчатые ко
леса с зубьями, располагаю
щимися вдоль образующих 
начальных конусов (рис. 84). 
Коническое зубчатое зацепле- Рис. 84 
ние можно построить на сфе-
рической поверхности. Однако 
в целях упрощения данной задачи и использования ранее получен
ных результатов для зубчатого зацепления на плоскости коническую 
зубчатую передачу приводят обычно к эвольвентной цилиндрической 
передаче. Так как сфера на плоскость не развертывается, часть 
сферической поверхности, на которой располагается коническое за
цеrrление, можно приближенно заменить поверхностями дополнитель
ных конусов с вершинами 0 1 и 0 2• Развертывая эти дополнительные 
конусы на плоскость, получаем два сектора и зацепление на пло
скости (рис. 85). На v 1111 и v n1n1 располагаются зубья конических 
колес, числа которых соответственно будут 21 и z

2
• 
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Во все ранее полученные выражения зубчатого зацепления на 
плоскости входят числа зубьев, располагающихся на всей окруж
ности колес. Обозначим через Zv и Zv числа зубьев на полных 

ti t. 

а 

п, 

Рис. 85 

окружностях разверток. Эrи числа нqсят название чисел зубьев 
эквивалентных цилиндрических зубчатых колес. Найдем их значение. 
Из рис. 85 имеем: 

nde1 =Z1Pte (108) 
и 

2Щ:>1 =Zv р, 
t 1 

(109) 

откуда 

:Лdе1 = Z1Pte ( 110) 
2л:р1 Zv р 

/ 1 

Поскольку в эвольвентной цилиндрической зубчатой передаче раз
меры и форма зубьев зубчатых колес идентичны размерам и форме 
зубьев зубчатых колес конической передачи в сечении их дополни
тельными конусами, то Pte=P и 

но 

78 

del=_....:!,_ 

2pl Zvt1 

de1 • -==COS u 
2 

1, 
Р1 

( 111) 

(112) 



поэтому 

(113) 

аналогично 

Zv11 -= co:2t1,: (114) 

Таким образом, используя числа зубьев Zv и zv , для кониче-
t1 t. 

ского зубчатого зацепления можно применить все полученные ранее 
выражения для передачи цилиндрическими колесами. 
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