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'УДК 621.01 
А,ННОТАЦИ~ 

Конспект лекций по- теории механизмов в 
машин предстаВJJяет со(Sой изложение ос:иов
воrо содержаНИJI лекционного курса для· сту

дентов машиноетроительяьiх специальностей 
втузов. Он сосuвлеи в соответствии ·С учебной 
программой для механи~еск• специ8JIЬИ~теА 
втузов. В книге рассмотрены основные вопросы 
исспедования·мехавизмов·в машив. 

Конспект предназначен ДJJЯ студентов ма
шиностроительных специ,альностей ,всех видов 
обучения, а также · может быть испОJJЬЗОван 

. студентами других, специаJIЬностей, изучаю· 
щих ~- rеорий механизмов _и машин. 



1 r па в а I. СТРОЕЙИЕ · МЕХАНИЗМОВ 

... Теория [кинематических. пар 'б№Iа8 разработана 'русским учеНЬIМ '. 
Х,.~ И. Гохманом и· опубликована в. · 1в90 г. Дапьнейшее раз}Ш'fие. 
теория ·допучила в трудах советеких, .ученых А. П. ~ева~· -· 
В,. В. ДобровоJIЬСкого, И .. И. Артоболевского и др. . .. 
· · Кинем ат и чес к о~ парой: называется цодвижное СФеДИНение 
ll.ВYi тел.·тела, образующие napy, иа$Ь1Ваются звенья:ми, а точ-

z 

Рис. 1. 

ка,. ЛИНИЯ, . поверхность ~ их сочетание, по которым . соприкаса
lЩ'СЯ звенья, называются э JI ем е.h_т а ми. Из это~ ~едует,- ~ 

· существрвание кинемат~ческой. пары определяется- тремя;.. условиями: 
. flаличием двух звеньев, непосредственным контактом ·звеньев и воа-.. 
М9жн~ыо ОТIJОСИте.пьнщ·о двиЖ:еЩ{я звеньев, · образуЮП@'Х, · кинема-
1'ИЧ~ пару. Цара перестает существовать , при .. 01еутствии · кa-
J.Oro"JUiбo .и~ этих условий. . ~ · .-, . · 

. · Кинематическая пар~ н}lкладывает ограничеция н~ . отн~льное 
движение ~ньев. Эrи ограничени.s1 называются у с J1: d ~ ~ ~ м. и с в я~ 
з)t _иц, связя~и •. J'ак, в IЩНематической па~~ соотаящеи из 
~венщJ ~ 1 __ и. 2 (рис. ·1 ),.- нево~МQ)Щ!Ы относ~тель~., -~ния - ~о"\ 

-~m~ьное 1щоль реи ~ ~ врщцате.пьные вдоль. ~-- .х, и_ у, так 
~ irp~ .этих д~~~ наруша~ц контакт ~~-и. цара пе~ 
стае-r сущест~рвать. . . . : . . ; -. . . . . 
. : .: ~: ~симрсrи,_ ОТ; ~ела услр~й связи.t н~ · qapol 
'f,:,O'JН~~--~~~~ з~~• ... iразлича~рт кл~~;~-~-~ ·i и.нем~
blt~ ~x n:~P,. ,~~· ющ~9й J;Iap1;11 о~, чв~ом 
J'~-,СВЯЗИ. , ... 

'/ .. 4 _ ......... -·• ... 
, 1 



Свободное твердое тело в пространстве (рис. 2) может иметь 
шесть движений - шесть степеней свободы: это поступательное дви
жение вдоль и вращательное вокруг каждой из осей. Обозначим 
через S число условий связи 
и через Н число степеней z 
свободы в кинематической паре. 
Тогда 

H=6-S и S=6-H. (1) 

В табл. 1 приведены при
меры кинематических пар раз

личных классов. 

. Следует обратить внимание 
на то, что винтовая кинемати

ческая пара (рис. 3, а) имеет 
два относительных движения 

и, казалось бы, ее следует 
отнести к парам 4-ro класса, 
так как число условий связи . 

Рис. 2 

S=6-H =6-2=4. В действительности винтовая пара имеет толь~ 
ко одно независимое относительное движение, так как осевое 

перемещение связано с вращательным зависимостью x=f ((1)), опреде-

1 
l(nac:c: 1 

1-А 

~-й 

Классификация кинематических пар 

Схема Название neps 

v,kr Точечная 
~ пространственная 

,Р 
1 

Линейчатая d nространственная 

1 

~ Цилшщро- -4z-сферическая 

- --
1 1 

Таблица 1 

Возможные 
относнт,пьные 

дв,,жения , 

вввпп 

-. 

-
ввпп 

вввц 



Схема Название пары 

~ Сферическая 

3-й 

v~ 

Плоская 

у~ Цилиндрическая 

4-й 

•z 

~~ 
Сферическая. 
с пальцем 

,z 

у~ 
Профильная 

у~' Вращательш1я 

5-й 

у~ Поступателышя 

v~ В1111товая 

Л р Н М е Ч а II И е. В - вращ,,тсщ,нuе движен11е; 

б 

Табл. 1 (окончаниР.) 
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П - поступательное. 



ляемой yr пом подъема, в wаго:м вивfqвой нарезки. Поэтому · винтоsая· 
napl имеет. ЧИСJiо связе~ .S=:;:6 ....... -Н==6-1 =5 и· 01:'иосится. к ·парам 
5-ro к.пасса. Эrо согласуется с частным ст7Чаем виитоЩ)й пары. На
пример, при угле подъема. винтовой нарезl(И, равном 0°, пара обра-·· 
зует кольцевой выступ (рис. 3, б) и 'превращается во вращательную 

а G • 6 

Рис. "З. 

пару 5..:ro клас~а. При угле же подъема винтово~ нарезки, рав1Jом 

~~--·она образует выступ, расположенный вдоль оси пары (рис. 3, в),. 

и становите~ п~тупатепьной пар9й 5-го класса. 
Таким образом, при рассмотрении кинематических пар, а в · даль

нещпем и их .сочетаний учитываются тОJIЬко независимые движе
ния. 

§ 2. Кинематические цепи. Механизмы 
· к ин: ем ат и ч-е ·с к~ й цепь~ 1назЬ!В3ется сочетание звеньев, 

входящих· .в ки~ематические пары. Кинематическая 'цепь может ·быть 
шзамкнутоа, когда в 
ней имеются звенья со 
свободными элемен
тами кинемат;ических пар 
(рис: 4, а)'; и замкнутой, 
когда в ней нет зве~, 

· ~еющцх свободные ·эле-
-.н-rы кинематических~ 

•Р (рис. 4, ·'"~ . : . 
. .В самом общем C:!IY· 
чае кинематичесJ(аЯ цепь ' 

IQI 
1 

8 

. Рис.'.4.· 

lt{9Жет с<><:~Я~ _и~ . ' т_ ._. 
•ньев, входящих в · р1 · .\ nap 1 .:го класса, р9 пар 2-ro · класс~, р8 

· пар 3-го ~~асса; р, IЩР. :+го класса, и, р;, 'пар 5-го кJiaccA.,· Тогда 
иа. QСновании,·вЬlрЗЖеЦя (1} число степеней свобо.ЦЫ кинематичеёкой 
, ц,епи ~но: : 

fl.==6m-5p1 - 4р, -,-Зр~ _,2Р2 -Pi· (2) 

,Обычно .. ЧИСJIО сте(lенеА · с~дьr. кинема-тической цепи расс~-
~вают относительно одного какоrо-41ибQ' · звена, принятого за не .. -

т 



;~. В gюм случае ~- n==m~·1 подв~,,~ьев-: 
.~о ·~~ wюеюды,· ~оторее\Ьбозначают-через W~ ~я
ч"исл.-qм стеri·енеА ПQ,цви~1:1ости: 

W ~.6п - 5р1 --:j4Ji./- Зр8 - ~Р, .2... Р1· ·. (3) · 
Мех ан из м ом 8азывается такая кциематич~s цепь, в кото- · 

рой ·при заданном. законе движения одног9 ИJIИ. неско,7JЬКJа звеньев 
все остаJIЬНЬiе звенья движутся впоJIНе определенным образом. . 
. в каждом мщанизме имеется з группы звеньев. . 

1. Стойка - неподвижное звено. Стойка . в механизме можег 
быть топько одна, так~ как вс~ неподвижные звенья являются еди-
ным целым. . · 

2. Ведущие звенья - это звенья, закон движеiшя которых задан. 
Так как законы дв{{Же&ИЯ ведущих звеньев могут быть заданыl про
извольно, т. е. они являются .. независимыми,' то число ведущих 
звеньев в механизме равно W - числу стереней подвижнос1и, .кото-. 
рое ~ соответствии с выражеви~м (3) определяет чи~о независимых. 
движений в механизме~ . 

3. Ведомые звенья - это звенья, закон~ движения которых опре-- · 
депяетсй движением ве,дущих звеньев. · 

· Выражение ( 3) носит 118ЗJ38НИе стр у <ту р н о· й:"' ф о р м у л:ы ме
ханизма, так как поJIНОС1ЪЮ определяет строение механизма. Дей
ст~но, вепичина W показывает· чиспо ведущих звеньев, п - .чис-. 
!Ю всех подвижных звеньев: :механизма,. а р - чиспо пар раЗJIИЧНЫХ 
классов.· · . 

Кинематические пары накладывают на относительное движение 
звеньев :определенные усповия связи. В механизме им~я несколь
ко кинемат~еских пар, поэтому ~ожет оказаться, что . некотор~ 
усло.шщ с~язи будут_ общими, например, все кинематические пары 
··могут исключать движение вдопъ оси х. 

· В зависимости от количества· этих общих усповий · фшзи ·· раЗJIИ
'IЩ)Т сем~СТ!Щ, механизмов. Номер семейства ~еханизмов· .. · 9пределя
ется числом общих условий связи. .Для каждого семейства меха
низмов применима. своя структурная формула. Ес.щ1 -~ механизме 
вет общих· · успорий связи, то такой механизм буД'f!r r.rеханизмом 
нулевого семейства. Ero структурной формулой будёл уже_, ·.извест-
ная формула (3). . · . . 

Структурная формула для механизма 1-го: ·семе~; · 
W =Бn - 4р,, - Эр., - 2р8 - Ра· (4) 

Эrо, объясняется тем, 'lOO при. -.ваJIИЧИk одного общеr<> усповия 
~~ каждое _ звено будег иметь :уже не 6 степен~, ёвФбоды, а 
ЮJIЬКо 5, поэтому в выражении (4) , ·первый член -· будеr · .. равен 5п.
Пара· 5-ro кпасса накладывает 5 услов~ связи. но 0,QQ· 'усповие 
связи учтено как общее в~ первом. члене выравtевия (4), ~озтому 
вара· 5~ класса уже буде:r. накJiа)Щва~ ТОJJЬКо ·4- ··.условия связи 
•· JЩ)рdй_ ЧJJен в выражении (4) буД(!r· равен 4р5 и. т"1 :д~ 

' 



Структурная формула для механизма 2•ro семейства~ 
/ 

W ~4п -- 3р1 -2р, - р~ (5) 
З-го семейства 

4-го семейства 

5-го семейства 

W=2n-p1, 

W=n, 

(6) 

(7) 

(8) 

т. е. механизмы 5-го семейства представляют собой пары 5-го 
класса. 

Все эти структурные формулы можно объединить одной форму
лой В. В. ДобровОJIЬСкого: 

k=m+l 
W=(6-m)n- ~ (k-m)p1t, (9) 

k==5 

где m-количество общих связей, m=O, 1, 2, 3, 4, 5; 
k- номер класса кинематической пары, k=5, 4, 3, 2, 1; 
п - число щщвижных звеньев механизма. 

§ 3., Пл~ские механизмы 

К пл о с к им мех ан из мам относятся такие механизмы, звенья 
.которых перемещаются либо в одной плоскости, либо в, параллель-
ных плоскостях. Такое ограни- z 
чение в . движении эвецъев плос
ких механизмов определяет нали

чие трех общих 'условий связи. 
Действительно, если _предпо
ложить, что звенья плоского меха

низма перемещаются в плоскости 

xfJz (рис. 5), то этим исклю
чаются ,вращате.льньiе движения 
вокруг ·осей х и z и поступатель-' V. 
ное вдоль ОСИ, У· Таким образом, Рис. 5. 
моские механизмы относятся в 

общем :случае к .механищ.~ам 3-го семейства и для них справедлива 
формула (6): · -

._W =3n -2р1 - Р~-

Эга _ формула:. б~ Щ1едл0жена академиком П. Л. Чебыше~ым & 
'\869 году и ·н~ит его имя. 1 

_ 

Иногда это :Выражение записывается в виде -
W=3n-~рн-Рв, (10) 



~~ Рв ._. ВИЗППI~ ,: кинема~еские .'пары, у · которых ~ я&;
JJЯется ·. пои,ерхность Щ$ со~ание· поверхностей '(обычно 
это пары 5-го класса); · · 

•• 

р. ~ выспше \ кинематические · парр1,, у к<Щ>рых элементом яв
ляется JП:IНИЯ или точка· (обычно это пары 4-го. класса). 

Таблица 2 
Уаовные обозначения·· звеньев и кilиематвческих пар 

ПJIOCKRX механизмов 
/ 

НавменоваJD1е 

. . 
Звеио, входящее в две вращательные 

пары 5-ro uacca 

Звено, вхоАЯ•:;.-'Три вращатепьвые 
,.пары 5-ro. кпаёсв, лежащие иа одвоА 

·· прямой· ' 

Звено, входящее в tри вр;нцатепьные 
пары 5-ro кпасса, · не лежащие на · 
~ прямой 

• 

Усло~,иое 
обознаttевве 

Конструктивная форма. 

Два звена, входящие во вращательную Л 
. пару 5-го класса / \ 

/ 

Два звена_, входящие в поступате.пыlУю -L.. -~_:-ЕЗ-· ,•J' • . 

. пару 5-го класса . -t__J--+~ 

Звено и стойка, входящие во вращаr · 
тельную пару 5-rQ класса ·· 

Звено и стойка, входящие в поступа
тельную пару 5-~о кпасса . · · 

. Пара 4-ro масса 

" . 

~·~,· 

! • 



В ·табл.' .2 ПОКflзавы 10СИ0рые УСJIОВНЫе. ОООЗ!tаttенИЯ ~ И 
~ошематичесщ ·пар в · IJJIQCКИX .. м~анизмах. Следует ~ратить 
вsимание на то, что условное обозначени~ · звена не определяет его . 
JtонструктивноА формы, т1' е. конструктивная форма звена может 
быть р8.ЗJIИЧ1:1ой, а услрвное его обозначение. одним и тем же. 
. Змtена в nлрских механвзмах пар· 4-ro к.пасса (высших) киn&
.матическими цепями, содержащими пары 5-ro к.пасса (низшие). 
В общем случае, плоский механизм состоит из зв~ньев, входящих 
в пары 4-го и 5-го классов; ·В дальнейшем будет показано, что 
многие методы решения --самых .. разнообразных задач применимы для 
плоских механизмов, которые содержат звенья, входящие. только .в 

пары 5-го класса. Чтобы . прим~нить эти методы для механизмов, 
-содержащих и пары 4-ro :кла~., . необходимо пар~ 4-го :клас~ на 
-чертеже заменить кинематической цепью, в .которой имеются топько 
пары 5-то _ класса. Таким образом, любой плоский ~еханизм на -чер
теже мQжет быть· представлен· после замены · как механизм, состоя
пщй из звеньев, входящих то.лько в пары ,5-ro класса. Не1 следу~ 
.думать, _что пары 4-го класса чем-то не удоВ:8,J~творяют при эксплуа- · 
.тации машины. Оии так же широко· распрОС'J'1118ены в машинах, как 
и пары 5-го· класса. Например, все виды зубчатого зацемения пред-
сrавтuот собой пары 4-го класса. · 

Пусть имеется м~анизм с числом степеней подвижности W0• 

В этом механизме требуется. заменить одну пару· 4-оо класса кине
матической: цепью, содер~ей только пары 5-ro класса. Если мож
но заменить одну пару 4-ro класса, то· ~аким же путем можно за- . 
ыенить и вторую, и третью, и остальные пары 4-ro класса. имею-· 
щиеся в механизме. · Замену · можно произвести на следующих уело-~= с • . 

а) число степеней подвижности мещизма после замены не ме· 
JUrrllYIV>rr• · · 
ПIМ,,1,\,,,А,. 

б) относительное · движение .звеньев механизма сохраняется. 
. Если убрать из механизма одну пару 4-ro класса, то число сте
riеней подвижности будеr W 0+ 1, так ~ одна пара 4-ro кла~ 
.JЦQ.Пает плоский механизм одной степени подвижности. в этом случае 
тtсло степеней родвижносrи увеличивается на единицу. Если вместо 
~А пары 4.-ro класса -к. механизму, добавить кинематическую_ ц~, 
которая щтщrr .Jrз звеньев, входящих в пары 5-ro класса, то чисm 
стеilеней подвижности мехщ~изма будет· .w0+1+Зп-2р5, ,так ках 
в · добавленной цепи око равно ;' .Зп _;,_ 2р5 • На основании :первого 
усло~ия замеНЬI· ;имеем_~ _ · . · · 

.W0+ 1+3n-2p5=W0 • . / ., \ 

Отсюда ~ошенае ·между, 'ЩCJIOM звеньев И . пар 5-ro класс, В , 
заменяющей цепи ' 
. . ·2р,......:1·. 

n=-. . :З . 

11. 



::- ',~ кинематюtеская цо ()удеr представJJЯ'tЪ ~·одно 
~ .(n~t). вхо~ее B~iAJ'e пары 5-ro ~асса (р1=~) •• '* ·как tt 
и ·fJi-'JWIЫe числа_,:: Такое.· звев_ о. :,может входить . как во:~тель
~. так ,и в ПОС'l'УJl3тельвые цары.,5-rо к.лаоса .(рис. ·6}i: :т ... 100-
разом, одну пару 4-го класса можно ~ одним звe&Olli, , _вхо-
. дящнм в ne пары s~ro ,к.ласса. 

- ;·' · В механизме ·(рис~ У) заме-

___ 
,·-.· · i·· . --- . . . . . 8-. пару 4-го класса, -профи ... ЛЯ№1 з~в которd ~буд}!'Г 

, две 'Окружности с центрами в 
точках А и В: При nереме

. щевии:звена_ 1 на угоп ср1 звено 
2 повернется на УГ9J1 ~1, 'при 

РИС: 6. этом расстояние между цент~ 
-. . • . ·, JЩМН :А и В останеТСЯ-JJеизмен-

ным: r1+r1• Пару 4-ro класса заменим звеном .AВ=r1+r1;. входя
щим в две вращательвые пары 5-го класса А и В (рис. 8). Оrносн
тельное · движение звеньев .... 1 и 2 будет таким же" как и в · перво
начаJJЬНом мщнизме-,i т. е. перемещение ~вена 1 на угол '1. также 

. , r,' 

2 

Рис. 7 Ри-с. 8. 

&/~ опред~ ПОЩ>fЮТ; звена 2 .на угол tp1 • . ~Число . степеней ПОД· 
вяжности в этом механизме будет равно_ первоначаJJЬНому, так rках 
ора пара 4-ro класса заменена з~м, входящим в-;,цве пары 5-ro 
класса, . т. е. -такой. кинематической цel'lliIO; которая, '!Щ( зто было 
доказано, обеспечивает неизменнос11а числа степеней' ,ПQдвижности. 
Дей~тв~тельно,. мя первоначаJЦ)ногр1 механизма · · 

W-=Зп-2р1 -р,~Э-2 __: 2-2 ...... _1 =1, 
.цпя механизма после заJ,(евы 

·н · . 

W =Зп- 2Ра==З.,З -;-2 · 4= 1. 
· I1qcлe замены _механизм (см. рис. 8) уже будет другим,· 1ак каХ' 

~обавмось звено 2'- и :Qаменились кинемаТIАесце пары. Однако 
звенья 1 и 2 · остапвсь, поэтому какая бы ни бьiл_а nоставл~на за~. 

~ 



~- для· пе})iоначальноrо механизма, :всеrда в .решение· войдет· ~; 1 

'11().· касается · этих звеньев: . . . . . ' ' 
: ::'.. Если npoф1fJIII звен;ев· пары 4-ro ·класса: -предс'1'81W1ЯЮТ с:обоl крн·. 
·llble переменной крИВИЗНЬ1 (рис. 9, а), то 9: рассматриваемый момент 
отыскиваем центры кр~ зтнх 

крJJВЫХ А ·и. В, Р,асполагающи~ 
на нормапи · N - N. Радиусами 
кривизны Qi и Q1 проводим две 

окружности. Эrот случай уже рас· 
cм()I'J)eJt. Заменяющий механизм 
(рис. 9, б) ,явля~ мгновенНЬ1М, 
так как через некоторЬJА проме· 
жуток времени оmосительное рас

положение звен1:,ев будет уже-иным 
и мины зsеньев в заменяющем меха· 

низме также будут друrимJJ. 
В том случае, когда профилем 

одного из звеньев паШ?I 4-rQ 
класса будет точка (рис. 10, 'а, точ
ка ,В), в заменяющем механизме 
одна из пар, в ;которую входит З;З· 
меняющее звено, будет совпадать 

(1 

tf 

с этой точкой (рис. 10, б). Если р 9 ис .. 

8 

же профИJIЬ одного . ~з звеньев _ 
пары 4-го класса-прямая (рис. 11, а), то центр кривизны будет 
располагаться в бесконечности. Оrносительное вращательное движе
Щlе с центром, нахорпциlllся в бесконечности, можно предст~ить 

1 · , как .поступательное. Звено, заме-

• 

Рве. 10. ).-

. о няющее пару 4-го класса, бyдflr 
в_ зтом случае входить в посту
'8теJIЬНУЮ и враща~нуiо пары 
(рис. 11, б). -

· Классификация плоских меха
низмов. Удобная классификация 
плоских механизмов бЬJJia .разра
ботана профессором Л. _В. Ассу
ром и опубликована в 1916 году. 
Да~нейшее ·развитие она полу
чила в . трудах · академика 

И. Иr Артоболевского. . 
Механизмом l~ro кпас-. 

. . , с а .. называется ·звено и стойка, 
входящие во .враща~ п~ру· 5-го класса (рис. 12) .. Степень 
родвижносm такого -~низма W = 1 и -определяется заданным за-
коном ~ m-Ji) -~дущеrо звена 1. . · · . --
. _ Гр у n о ь й (гр у n 11·0 й А с с;у р ~) называеrея такая простейшая 

незамкаутая кинемаТJiЧеская в.еnь, котораи после· присоединения 

аз 



-~aйmtlJ ·_свобо).ЦIЫМИ -э~ент~ ._.щmщтических ,ЩP 1 :·I(_:~icro~~ 
будf!Г . об,,Jадать .. нулевой С~ПеНЫQ)ЮДВНЖЦОСТИ.·. Полаrа~.-. '110. Ff)YIJ!I- ' 
Qa СОСТQ~ из зве11Ьев, BJtQ~'. только ,в.:щ~ры· .5~го. кjщщ.;,-(Пары 
4,.;го м~сса можно; ·не 'рассматрива,ть, так· ·как -. они. могут _быть за.~ 

, ci ' ' '" :.~, ,: 
''!. 

Рис. 11. 

менены.) Следовательно, для группы имеем W=3n-2p5=0, отку-
2 ' . ' 1 

да n=-P1· 
1 з ' , 

. · Так как . количество пар и звеньев . может ·быть только целым, 
~eimыe· ·значения n и _ Ра в групr~е ~о.гут бЬIТЬ 

'р1 З 6 9 .·.: 
·п 2 4 ·6 .. ." 

·. На рис. 1з:~nоказана прос"J;ейшая гру~ состоящ~ ·из двух 
заеньев и трех вращательных пар 5-го класса. 
· Более~ сложные группы, приведены на рис. ·14. каждая· группа 

вкточаf!Г в· себя контуры различных классов (рис. ·15): коитур 2-ro 
~ .. '. .. 

f 

Рис. 12. Рйс. 13. 
. { . ', " 

класса _(рас. 15,: ~), _ З~rо 1(.Л3сса ::.:{рис. 15~ б), 4-1'4:)· .~се~ (рис. 
15, в) .. Класс контура t>пре~ числом -
, пар, -в которые входят ~ и9и,tуJЩ. . Кл а с с r р У n, Р;~ · опреде
пяется классом наивысшего по ·к~у к()J{тура, входящеrQ! в группу. 

• . • ' • • . 1 ."· , • • r ' ·• ~ ' ', .' 1 • 1 

~ ~.. ' 

,1~ . 



Н41 -рис .. 16 покаэаны rруnпы раЗJJИЧНЬIХ- цассов: ·группа 2-ro класса 
2"ro порядка'·(рис. 16, a),:·3-ro класса, 8-r~·порядка (рис. 16, б), 4-ro 
клаtса · 2-го порядка (рис. 16, 1в). . ~ . 
· ·, · Порядок группы опредепяется ЧИСJIОМ - крайних _свободных ЗJiе
м~итов кинем~тических пар,· которыми группа присоединяется к меха-
низму. ' ./ \ . ' ' ' 

11поские механизмы образуются путем . последовательного при
соединения rpymi к одному (рис. · 17, · а) ИJIИ нескольким механиз-

Е 

~-/J .. О '_Е -~ ·/-в. _в 
·-с ; · ~ 

с:'· / ,, . А .С 

а о' ' 6 

Рис. 14. Рис. 15. 

мам 1-го класса (рис. 17, б). При ЭТОМ группа присоединяется к 
.цв~ ·нJIИ более. звеньям. ПOCJie присоединения, группа обладает ну
левой_ степенью l}Одвижности, поэтому число степеней подвижности 

а 

а_л 

А/ \,с 
5 -8 

1~ 

~-:' 
Рис. 16 .. Р~с. 17. 

механизма· всеrда 6уде1/равно чищ механизмов 1-го к.пасса, т. е. 
числу ведущих., звеньев~,:. . . . . I . 

1 
,' 

r_, ... Каждц JnOCJieдy~ прнсоеJUIН,Яемая к механизму группа може_:r~
; ррисое~. -к ~.точке· Зlе88. В. этом. с.пучае ПOCJie присо
. ·единения иа., ~е бy,ijJr уже в~. две кинематические пары, как, . ва
прЬ.ер, у _щзена· АВ (рас.· 18), а три-А, В и D, но это не озва..

. ча~, ._· ~ при такой· flQC.r;ieдoвaтeJ.1ЫJoc,-il присоединения . групп . к ве-

-1& 



~ему ~звену ОА: в стойке ~ется ко~р ~го iqiaeta. Здесь 
118ДО· ~ в ви.цу, ЧТQ пара -D образовалась в результа'fе.QРIЮОеДН" 

, вения цоследующей группы. · 
В МОСКИА ~зм могут ·входить группы ра~~ классов. 

К JJ а с с мех ан к з м а определяется к.цассом высшеi. · 1 ;ПО· ~ кла~у 
- ' груППЬi, входящей: в механизм. 

Е о Порядок расч~енения механизма 
на гр~ будет обра~ поряд
ку пр~динения груm к м~
ханизму 1-го класса. Поатому при 
расчленении механизма на груп
пы. вначале· устанавливают веду

щее звено (звено ,! на рис.19), а 
затем о конца Ме.хаНИЗt48 выде

JIЯЮТ _ юруппы. В одном и· том же 
· механизме можно получить раз

личные груПI161, если принять веду-
Рис. 18. · . щие звенья раЗJIИЧНЬIМИ. Так, рас-

. . . · смотренн_ый: мехацизм (см. рис. 19) 
при ведущем звене 9А состоит из двух групп: группы 3-го класса 
(рис. 19, а) и группы 2-ro класса (рис. 19, б). При ведущем же звене 
CF этот механизм уже бyдf:ff состоять из трех. групп 2-ro кла~. 
Эrнм сво~ством · можно · ------ F . 
п~ваться при прове- ·а .s 
девии кинематических 

расчетов. 

При последовательном 
отсоединении групп • от . 
механизма число степеней: 
подвижности механизма 

без аtсоединенноА-группы 
ДОJD;КНО быть неизмен-. 
иым, так как степень под

ввжносm. присоединен-

. ной группы равна нуто. 
Группы 2-го класса 

в завися.мости от коли- Рис. Ht. 
чества и взаимного рас-

положения вращательных и поступательных пар &.го класса об
разуют 5 видов (рис. 20)~ Шестого вида, ВКJПОЧ~Щ~ГО _ТОJIЬКО ОДНИ 
поступательные пары, не может быть. Действитепыю, ecJJИ пред
ставить себе группу 2-го класса, состоюцую из звеньев,· входящих 
'ЮJIЬКО· .в постуliательные пары 5-ro -~сса, -хо поспе -' nри~оеДИRения 
тu:ой JО1Нематической цепи к cтoAR-i · {рис. 2·1) число~· ~ней ПО-·' 
,ЦВlfЖИООТR не будет равно нуто, 1.$t-ка:к при·_некото№.· __ .перемеще
щiи звена 1 _будет- nеремещаться и- зв,еио 2. Сiедо~о, . данная 
~~~- цепь буд~· -не rpyrp>I; _а механизмом. Это ие явля-

№ 



~- .каким-ли& и~кточением из.·:ранее. 'принятых : положений и ... об~ 
~я тем, ~ наJ111ЧИе только поступательных пар приводит к 

дQполнительному об~цему условию связи - -невозможности вращения 
ва~уг оси_ у {см. рис. 5). Таким, образом, здесь уже 4 общих у_с-
ловия связи, поэтому ' . . . ' . 

:i:~e;~;;;~ Ал_ А ~ с Ас как_.·. вращательные, так и / --~ 
оос:rупа.тельные кинемати

ческие пары 5-го класса. 
РАJJЗКо раЗJIИчать виды этих 
rpytm. не им~ особого 
~ вследсtвие , чрезвы
чайiю- большого разнообра
зия. сочетаний пар в этих 

/У . 

·}\;· 8 
А С/ 

<--· ·- / 

УА--, 
-ts--- \с 

Рис. 20. 

группах. Пс>Льзуясь рассмотренной · классификацией, можно путем 
раЗJIИчного сочетания групп и механизмов J-го I юtасса получать 
простые и сложные механиз;мы и вместе с_ тем контролировать воз

можность относительного движения звены!h в tамых сложных кине

А',/ 
<..,...~,, 

'...;, 

г--'-~81 .,.-----------1 i-;; __ _ 

,,/ L.~J 

Рис. 21. 

матических схемах. Кроме то
го, данная·. классификация 
имеет еще одно чре~вычайно · 
важное достоинство, которое 

заключается в том, что групп 

очень мало (групп 2-го класса 
всего .5), а раЗJIИчных механиз~ 
мов .тысячи. Поэтому, рас
·членяя _ механизм на группы, 
~остаточно уметь решать зада-

·. чи ТММ -дпя групп, ЧJ.JCJIO · 
которых ограничено. Эrим опредепяется возможность решения · за"\ 
дач для всего многообразия ПJiоских механизмов. В дальнейщем 
М1,1оrие задачи ТММ будут решаться не дпя каждого конкретного 
механизма, а · д~ раз.личных групп. · 

. ' 
§ 4~ Лишние сщени. цiщвижиости и пассивные. условия свS1зеi 

На р,ис. 22, а покащш четырехsвеННР,IЙ механизм, состоящий из 
трех подвижньцt звещ,ев, · входящих в три пары 5-го класса и одну · 
пару 4-ro класса. ОчеiJИ.цно, что чисJЮ степеней подвижности у.: 
~го ·механи• равно·:~-динице, т. е. дважение звена ОА опреде
ляет дmцкенке: :всех ООfальных звевьеJЗ. Вместе с тем, если опреде- · 

.. JIИТЬ W зтог({ )(еханизt.tа по фор~ле -П. ·л. Чебышева, _ то 

W=3n-2p;.-p, _3·3-2-3-1-==2, 

_ , ;l Закав М Ш 17 



Т,: е. фактическ~ 1 чист стеhейей'\ПОДВИЖНОСТИ "Не всегда : ~ 
tтвует. расчетному. Qбъясltяется :.ato .натIЧ'Йем в механиэме. ·iJ'aX '"lia·. 
зываемых /ШШ1ШJС ·степеней подеu:жн:ости~ . \ · 
· .- В рассматриваемом мехаии~· звено' ,8 может пробукср,выва,ъ 
по' направляющей стойки . и создавать лшпнюю степень по,ЦВЮКИОСТИ,. 

' которая не определяет; ·ОТНСr 
Q А 

А 

Рис. 22: ,. 

сительного ·· движения •. других 
·звеньев. _Поэтому, ~е ,ем 
определять· по формуле ·w:, 
н~одимо ycтpaltirJЪ : ЛИ1ШШе 
стеnени подвижности. В меха
низме, изображеНйом· ·на рис. 
22, ·. а, это. :мо;жно сделать пу
тем, иэмененmt ;элемента .пары 

зве~а -3 так, ·как эТ?i, п. оказан~ 
.-на рис. 22, б. В э,'Ьм случае 
пара 4-го класса превращается 
· в поступательную: пару - 5-ro 
класса" а W=Зn -2р1 - р, = 
=3 .-3 .:_ 2 · 4-0= 1, -т. е"СQОТ-

. ветствует действите.льн6r,1у. · 
В механизме, приведенном на рис. 23, -д~ны · противолежащих 

звеньев одинаковы. В этом мехавизме W = 1, так как. движение 
звена- ()А -определяет-движеое всех . 
остапьных звеньев. ·По формуле же а 
W=3n-2p1 - р,=3·4 -!2·6-
0=0.! 

В рассматрюsаемом м~эме 
пары D ,11 Е с ,входящим -··в , них 
звеном 4 образуют пассивные_· усло
ввя ~вязи, т. е. такие связи, ко-

-~е не ограничивают движения 

оtтальных звецьев. Действительно,. · · 1 
.• если: убрать звено 4 и ,nары 1J и Б 
·.'.(рис·. М, б), то· движение "осталь- . 
ВЬIХ. звеньев по-прежнему будет on .. ,, 
'l)едел:яться движением. звена ОА.' 
~ ·ЭТОМ случа~ .. расчеrное W =Зп. ~·· . 
..;.:.2р1=3 · 3-:- 2:. 4== 1,. т. е. :соотвеf•· 

Рис~ '23 •. . ст;вует . действ1tтельному_. , СледОr_ ., 
·вательио, прежде· чем . рассЧJП~\:, 
.W, цеобходимо 'iiairrи JI устраиИ'11,: 1пассивные ус.лоiЩ11 1 с~. 

Об(цих методов отысканQЯ ~ ,степецей поДВIЬЬ~ в пас" 
CJ.IВI04. условий связи f{ет, поэrоtq:,;rtриходиtся rioлara~: • ~-. 
·liЫЙ dDЬl:r, приобретаемый по мере'·ifАУЧения курса ТММ., - · 

' . . ': -) 



Г. лав а 11. КИНЕМА ТИЧЕСКИй АНАЛИЗ 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ -. . 

В задачи кине№iтического анализа входят определение положе
ний звеньев; нахождение- скоростей точек· ;и угловых скоростей 
звеньев; определение ускорений точек и yr ловых ускорений звеньев . 
.Решение этих; .задач в зависимости от их условий и необходимой 
ТОЧ!fj>СТИ · мож~т быть полуtJено- тремя методами - при помощи· по
строения. планов скоростей и ускорений, методом кинематических 
диаrрамм Q анаJПl'l'И'Jеским путем. 

§ 5. Построеffие планов скоростей и ускорений' 
[. ' . ,, , .. 

При построении -JЩанов скоростей·-. и ускорений для раЗJIИЧНЫХ 
механизмов удqбно пользоваться: реэуль-rатами; решения· некоторых 
общих задач. 

а 

Рис. 24. 

-_. Зад,ача 1. Gю>рост,ц . точ~к жесткого зОО,На, входящего во враща
тельную пару 5-го iuцtcca с дрJгнм звеном. Принцип под(?бия в 
плане скоростей._.· · _ · · · · . 

Дано: два ;4JЗеНа, ,,:одящих во вращательную пару 5-го клащ 
(рис. 24, а), _с.корость .оА тоf!ки А ~. угловая скорость rоАВ зве,-

на АВС._ Требу81'СЯ ~елиtь скорбсти v8 и vc точек В и С. , 
Рассматрящщ -двнжеitие точки В совместно с :rочкой А (перенре..; 

вое двнжещtе):''и отн~но :нее~ определяем скорость точки в 
. ' -. . - . .-!·•:.,, . . . , 

Vв 'о'А + "iiвA' . (H)i 

_где VВА....:.mАВ(АВ) и ,vвА ~ АВ~ .. 



PaccllaтpИВ8JI ;:АВижение ТОЧЙИ· С ·совмесrнЬ с 'fОЧКОЙ А а отио
ситепыю нее, определя~ ско~- тЬчки С 

Vc, ~~·+ vc.-,, (12.) 

г.-е •сА =~ <А9 и Vc~ ..L 115 •. ,. :1... . . . 

Построим векторы v8 . :11. Vc• nримем .·Nа.сщтаб ПОС~НИЯ плана 
скоростей k 11 (масштабный .а<:оэффициент) · 

. иt1'ИВ1Юiе -зиачеиие скорости, м/сек' 
kv· .. длина· -отрезка иа черт&Жсе, \мм. ' • 

Bыбepelli точку О"~ пощос qJiaнa сkоростей и построим в мас
штабе kri уравнение (11), ·nринимая точ~- Ov за начало построения. 
На~о вектора vA. будет в то~~ Ov, а_· конец обозначим через а 
(рис. 24, б). Затем из точки а ПРQВодим· отрезок ~ ·вектор v8 A J_ АВ,' 
конец которого обозначим че~ Ь. Суммарный · вектор v• ,пойдет из 
начала построения- ~чки Ov,' а конец его будет находиться в точ
ке ь.· 

· · Строим уравнение (12)~ Вектор vA уже· _построен, поэтому к его 
концу достаточно пристроить вектор v~A J_ АС' конец которого обо-
значим буквой с. . , .. 

Скорость vc точки С можно построить несколько иначе,-рассмат
ривая движение rочки С совместно ~ точкой В и . относи'ГеЛЬно нее, 
тогда · · 

Vc~vв+ Vtв, (13) 

где Vсв=шАВ(ВС) и vc8 _t_ ВС (см. рис. 24, б). 
. . 

· Абсолютная· с~орость точки в . ппане скоростей Я!ЦЯется вектором, 
вм,еющим начало в полюсе и- конец в точке, скорость которой опре-

,ц~ется (напри~ер, скорость Ов точки, Bi на пла~е- ско~ буде:r 
вектор -Ovb). _ . . . . . . . 

Оrносительные скорости в щ~ане скоростей читаются oбpa'I?lo 
НmJМЩованию скорости (наприkер,. скорость VВА_ .. _·ЧIIТ~~ТСЯ· аЬ, 
0сА ~ас- И Т. П.). Эгим ОПределя~ Напр~:71ение скорое~. -Вектор 
ско)оо1'и Vв точки в будет "anpasjleн слева направо: ВНИЗt а век-- ' ·. ' .. ' . 

.. тор , Vi. -_от· ·точки а .~ точке">Ь •. :Величшlы скоростей будут: 
v·=ik_ ~_ОЬ)· и v =k (аЬ)_. · . ·· --,_.·. _·_·--.· 
-В ' .О\. о ВА о' ' ' ,•' ' ·•. ' . . 
. ~.·результате .построения план~ : ·~оростей. получен д:Ш,_ ·J(ото· 
рwй 110,ц.обен д АВС, как. треуг~ с взаимно перпещ(ИХУJtSЧ».ШМИ , 
сторонами. Эrо по~воляет установ~ . прщщиri поi)обuв/ в ri,AaNe. 
, cкopoctnёfl . 

• 



: • ,,_,,,, __ ,.,рос,пе4 ·.вектор,,, оmносит,~. ~ -mtJVlt . 
жесткого зsе,,,а образуют. фигуру, подо6нукi ввену, повернутую Н4 
g,ttд· 9fr 8 апоронg угм,,оа скороспш Э8ен(J. 

; · J1(W)ЗУЯСЬ _ принципом подобия, ДОСТ&ГОЧНО на плане СКО~ 
построить скорости . только двух точек жесткого «вена {например, 
точек А и В на рве. 24, а). Скорость же тобой третьей точки 
определится nутем построения на отрезке ~тносительной скоро&и 
(о,-резок аЬ на рис. 24, б) подоб- , 
ной фигуры. 

Задача 2. Скорости' точек 
звена, вхбJiящего в поступатель- • 
ную пару 5-го кла<!са с- другим 
звеном (рис. 25). 
, Дано: угловая ,~корость mOA 

звена ОА и
1 

относиrепьная ско
рость звена АВ,, ~аnравпенная 
вдопь звена ОА. Обозначим на
правпяющую - звено ОА - че
рез хх, а скорость относительного 

Рис. 25. 

'l'в., 

движения - через VAA , точка А принадлежит звену АВ, а точка 
• х 

Ах _. направляющей хх и совпадает в рассматриваемый момент вре-
мени с точкой А. , 

Дпя определения скорости точки В напраВJUПОщую хх расширим 
в · москости чертежа и на расширенной ее части пометим точку В х, 
которая совпадает с точкой· В. Таким образом, точки В и Вх хотя 
и совпадают в данный момент . времени, но принадлежат раЭJIИЧНЬJМ 
звеньям. Рассматривая движение точци В совместно с _ 1·очкой Вх и 
относительно нее, будем., иметь: · 

·-:ив· 0~ + vвв · 
х х 

(14) 

Здесь ~ (скорость· точки ·вх) из~тна, т. е. она непосредст-
• 1. ,% ' 

, венно может бЫ'fЬ определена иэ заданных условий v8 ~ФОА (OBz) 
' х 

,ши, что то ж~ . самое, !flвx =Фи (ОВ), так как 0>хх=0>оА· Звено АВ 
_отяоси!_МЬ~О ~авляющей хх · движетсй поступательно, поэтому 

. vвв .=vм , так как ,. поступательном движении скорости всех 
,% J& ... .·,. --

. rочек .о,цинако:вьi:~ Ско~ть v8 то~ В может быть определена пу-
тем ПQС.ТРОеШiя сую,t№./. двух векторов в соответствии с I уравне- .-
юrем (14). · . . _. · 

· i Р да.пьнейшем буд• _ предполагать, , что если извесmа угловая 
,-~-,-~щ~_- то и~· и . скорость тобой ее точки •. 

t~· ie~ .екоросu. ?точки- .8,nравпяющей может быть определена из ~-
~ условd. как ·$2'0 было ~~о для точки Вж·" . 
\ , ·. Зцача ~а. :r ско~. точек • -~ого звена, входящего во вра-
ща~ пару 5-го -класса с другим звеном. Принцип_ подобия в 



. · uане -,-орениt" Цри.~рещ-::J:~ч .·на 0усР,(орtщИе ~удем,1~атъ, 
·.сщ, .. ,все-,.~о~~~ ~~ ...... ·~ .;.. · 

Полагаем известным . уско- w А точки А (рис. 2.8)· и_:: ·угловqе 
;уско~ г~ ~-.-звена J:18C. ~удем опре,ц,о/fЯТЬ уск()~ rv18' и ic~ 
· · ·. Ущрёние точки В riqJIY,ЧИМ и~ уравн~, · · 

· (15) 

Рвс.18. 

По.лнqе ОТНОСИтеJIЬНОе ускорение .WBA ТОЧКИ В _отн~Тf),1JЬно ТОЧ-
КИ· А представим в виде суммы , · · _ . . t . ' .· _ 

- -п -t 
1 WвАТ'~вА + wBA' · (16) 

rде WsA .=roiA (АВ) - нор~JIЬ1*оо ус~~рение точ~щ.) ~. ~осительно 
. . . точки А; 1 , . 

' w~ 11 М. - направлено от ·точки В к точке :,4;, · 
w'ВА=8АВ (АВ)_-касательное ·~fКО~НИе; . 

. w~A.).. АВ - направлено в' еторону Уrловоrо l~~ 8АВ,; 
Подставтrя -$начение wВА по, JfЩШЖеНИIQ (16) в :~щщве (15), 

nо.JУЧИМ 1 . ' • 1 

. ·_ '., . _: : Wв==WA + ~1+ %А~<:· . ,,, ·.,; ,. ; (17). 
Пс;>с'rl)ОИМ ур•нени,е (17). Пpmi~~~ -~сштаб ПQС~;-.""1, ~ мае-

. пrrаб мана у~оревий . ,.; ~. · , · 
. .k ~ ·щmпшое ЗВ8чеl!Щt-Ур!СОреUИЯ, М{СВК,1 

., · NIRRa отрезка ·.на чертеже., мм .. 



· Вьiберем- ·точк,.·.о.,--11отос манi ускорений .. ·-В Macпrni~ k ··_от, 
точки о. строим правую часть уравнения.;... сумму ускорений. у'ск~ · 
рение- точkи ·в в масштабе построения определится.3'мыкаЮJЦИМ век
тором OJ/~ Ускорение точки С . может · быть определено путем по-
строения на плане ускореиiiА уравнен~я · 

Wc~WA + w~A + w~A' (18) 
где" 

--п . -t . -
WCA + WCA~WCA; (19) 

, 
. fdc.-, = w~ (АС) - нррмалъное ускорение точки С относительно точ-

ки А; W~A II Аё; 
-i 
WcA - ~тельное ускорение точки · С относиrельно точ-

ки: А; 
. -i 
wьА ~ г АВ (АС);. WcA _L_ АС. 

У скореliие точки С , можно определить нескоJIЬКо иначе, если 
рассмотреть движение точки . С совместнь · с точкой В и относительно 
нее. В этом случае уравненце для '°пределения ускорения точки С: 

.. (20) 

где -Wё.e=m~(BC) 11 В~; wf8=гАВ(ВС) ..LBC 
и '\ 

-п -, -
Wсв ~ Wсв=Wсв- (21) 

Эвачения ~по~ отн~ите.львых.ускорений 

и,ВА ,' V ( WвAf + (wJu)2 = АВ v-(t)~-+-,-8~-;' 

Wc~=V·(~A)2 + (w~A)2 =ACV ro~+e~; (22) 

. 1/ )2 ( t )2' вс·v· 4 2 · Wсв= у: (~в, + Wсв = mAВ--t 8АВ • 
,· . . . 

. Тангенс угла· q:>, опредетпощего направление полиого ~носитель. 
вого ускорения ·(см. P~t,26), бу~ет равен. 

t' - w'вА gАВ (АВ) 8АВ. 
gCf.-;: w~A m~(AB) (1)~' 

(23) 

~-
1 е. танrеис уrла q> иt .. зависит от 1'ОГО, какое относительное уско-

,ение ра~а:r~ется" 1i':f ,одинаков д~ всех ускорений.. · · 
_В~раже~':(22). И'.)(23) показывают, что пОJ1НЬ1е щносительные 

ускорения rочек ~ого звена·. АВС · пропорциоsальиьr длинам 
&~ жесткого зве~tа и повернуты на оДJJИ и':тот же угол.·. Сле-

• 1 .. 



··r1ОЩ1теJ1Ьно~ в -IЩSКе .ускоревщi ,,.д.а'Ь'd ~- д Аж:. ·Эrо·-·nозвопяет 
· ущ'8Иовить. прщ,чu~:.-подобия ··~~ ускоре14U,4. : · ·: · 

. В. мане уморвний полнь,,е~., отн~АЬНI* уск,о.рениjt, · тоt4еК 
, жеспишго ·эвеiш ·: образуют ф,щ/ру, . подобную звену; поsернутую 
omнocume.llЬIIO него на у-гол 18(1! -:- <р в 1сt1Юрону его gг.лоsого уско" 
рения -(см~ рис. 26). Пользу~ принципом· подобия, достаточщ> опре
.nе.лить · уск~рения двух· J·оч~ жест~огб .звена. Ускорения· других 

Рве. 27. 

r.Jк ·.J --

ючек звена могут быть получены путем построения подо6110~ фигуры 
на· отрезке прямой между ЭТИМИ· двуt.JЯ ~- ·, , -: : ;, · · 

Задача 4. У-скорения точек звена-, вхощпцего в поступательную 
пару 5-го клас<:~ с другим з~аом (рис., 27>·. . .. 

Полагаем заданным угловое ,.ускорен:ие· е0А звена оА и оmоси-
-те.пьное у<Щорение звена i AS вдоль' звена ОА .. Как и, в задаче 2, 
.покажем точки Ах и Вх. Обозначим напраВJ1ЯЮщую· через· хх, а от-
носительное ускорение через иf АА • · t. -. 

,.,. • х - - -
Ускорение. точки В выразится зависимостью ~в-:,.~вх + Wввх.-
- - k -r ~k . . · · · 

но Wвв =tDвв + Wвв , где Wвв ...,_ кориоJIИСОво . ускореttие~. ·так как 
х х ' z z. ' ' 

переносное движение будет вращательным . с угловой скоростью ro оА; 
wввz -·относительное ускорение "в. поступательном движении вдоль 
направляющей хх. Тогда · 

- ... - '-, ,,··. -!-
Wв . wв . + w,_._ + Wвв , 

' z ·.~ z 

• ',,_. ! 

· (24) ' 

r.це w~ -,-уско~ .. точки Bz ,uо.,.-аем известным, тц как. ere 
х \ . . . . . . \~ 

~жн~·-раесfПltаТЬ- по заданным .-,араеrрам. · ( .. · .·, 

•• 



Действительно, 

.Где 

·wвх,· -V (WвJ~ ~ (wt)2 
, 

w.n =оо2 (ОВ) и wt· , в (ОВ )· 
Вх х х . 8.х х . ~ 

·поэтому в дальнейшем будем полагать, что еслиi~известно угло-: 
вое ускорение направJ1ЯЮще:й:, то известно и ускорение лiобой точки 
направляющей. wвв =wм , так как относительное ускорение посту;. 

х х 

пательное, а при поступательном движении уско~ния всех точек· 
-k 

одинаковы. Ве.личина w~8 =2юхvвв. Направление w88 определит-
. х х . х ' .,,. 

ся по известному из курса теоретической механики. правилу -- (см. 
рис~ 27), в соответствии с кwорым вектор!относительной:скоро-
СJИ vвв поворачивается на угол 90° в· сторону пер~носной·угловой 

х " 
скорости; оох. Полученное направ~ение буде:г направлением· iLвек--• тора wввх· •, . 

Ускорение точки А_ -· -, WA=WA +wAA + WAA. 
х х х 

(25) 

Здесь utAA· =2ooxvAA, но VAA =Vвв, поэтому, w,h-=2ooxvвв = 
х х х х х х 

= wt. х' Т. е.. В ПJIOCкltк Механизмах КОрИОЛИСОВЬI ускорения точек 
звена одинаковы Q" относительном движении. · , ' 

Как. уже был<>' показано, все плоские механизмы образуются,"нs 
rPYJIП Ассур~, поэтому. в. дальнейшем будем рассматрива1ь пострqе
ние · rtланов скоростей и _ускорений_ для групп, _ограниченное коли
чесrво ко:горых_ др.ст возможность строить щ1аны скоростей и . уско
ре~ий Ji.щ{ самьп( _разнообразных пл<><;ких ме~змов. При построе_.. 
нии . ПJЩН~в . ско~тей и , ускорений для групц Ассура буд~м поль- 1 

зоваться результЕр,Ми четырех задач. Новой будё:r здесь только 
.последовательность решения и постр~ия. 

§ 6. Планы'.~коростей. и ускс,ен~й- для групп 2-го .класса 

- . - 'f руппа 1-го вид.а 
····i. - - - - -

План СКОрос'tеЙ. Дm,:р: · V А И Vc. Определить v8 , VD, Vв, 00 АВ И 
Фвс- · (рис. · 28,).,. Эдесь, ~ и в дЗЛЬ8ейше:м, следуе:г обратить внима
ние на посmнОЩtУ зада~. Р~с~матриваемая группа ЯВJJЯется грУIЦ1Щf 
2-го поря~, 1\:_е. она. fWИСоединяется к механизму двуt.JЯ -краЩIИМИ 
з.пементами · киаемати,ч~ пар А й С, поэ:rому известными будут-

кинематичесщ:r~, ;~раметф,1 йменно этих точек: ~ и ~ •. · · 
Итак имееъt: ·· . . 

Vв=VА+аВА 

•• 



и . _;.· 
~ ·'"'~< -

- 0в=,~ t Vвс·. • . . . . 1 

Здесь VBA i АВ и V.,м: _.1_ 8Щi .СтроШI .. ~ уравнения'( на плаве 
скоростеiцсм·~ .рис; 28). В масщrабе kv от, точки 00 откладываем отре
зок- вектор v А' кdнец которого . обозначим брqюА а и через sry . 

. . , .. . . . / . . 4-1 
. точку . . прово~· прямую· j_ .,48-напра~е вектора .. ~ВА· За~. 

. ' \•.· 

а 

. PJc. 28. 

от точки Of} откладываем отрезок ...... вектор vc, конец которого обо
значаем буквой с, и через му · t<)чку прово,цим прщю ~·-вс - на.; 
правление ~ра ·v.вс~ пересеqение прямых .• J_ А/3 .~·. J_ ,зс::.~т точ- \ 
ку Ь- конёц в~ра скqрос ти v8 • Соединив ТQчку IJ. ::е пото
со}.( °'1, . ПОЛ~·· вектор Vв· . .'Снорость TOЧIQI D опреде.пяем.\'щостроив 
'на о~зке ьс: л Ьdс{Л л в~с .. Получен~ую то~у\ d':.·~9ёдиняем, 
С' ПОJП()СОМ O'U. J~корость точ«и. В получим, пос~~, .. ~~}.ке аЬ 

. Оfl)еЗОк аеЬ rn отрезку АЕВ, ~чку е соединим пр~~::~ .. :"Р~оА Ov. 
'Отр_езок О0е будет представJЩТЬ:. скорость,.точки··8· ·в 1Q.OJ,tl'raбe k0 • 

• . • 1 .. · . v (аЬ) kv · . ,:, · · 
Угл<?вая ~корость звена ~ :.mАВ= ВА =,. . : (,~ем от-

1. . .. _;_ • . , :··.. АВ, :' ~В1 , Ч '/· ,.. 1 

· сительную ~корость vВА (на .плане'·~коростей отрезdt:··ер) а ·точку В.·. 
·liапрамение этой СК(?р~ти поз~~ уст~о~ть .... ~.· ... ~.~е .шм,. 

' . ' • ' ' •. • 1.: t1 . .· ·.':· 

.' Углрвая скорость звена ,.ВС Шве~:' вс. = (сь~, ~:1 • '':~Qe 9>sd 
. . .. ,. ВС· 8С : .. ,j,., .. ,, . 

ооред~ аналогично· предыду'Щ~. . . . . r:~· .. ':\,_:;--··:· 

. ·. : . а..а. : ус"орениА •. Да110: . ~А. и.·~~.: ОпредеJIИ~ -~ : ;;;;. ~В' 8 АВ. 
.. I.( 29) . . ·\ . . . ' 

8вс рис. . . . . 1:~,~-· . .{ . ' . '1·-1·'\'(:; ;·' 

~ о~еделеийЯ ускорений ~ JJ. сОСТ4ВЛЯеы •~; ',\. 
,· , Wв=rmA+~~:t~w'ВA . (26). 



.11 

~в~-~с + ;rвс·+ ~вс- (27), 

'Здесь 010 ttfВA'. ro~(AB) 11 АВ; w~A~J_.~~ w~f_(l)~(BC) 11.ВС,: -, -
wвс_t_ВС. . ..... . 

На iulaнe. ·· ускоМ1нй (рис. 29) строим · уравнение (26). Or точ
ки ·о-и1-:--- потоса. плана уск6рений . в масштабе · kw откладываем _отре-

Рис. 29. 

зок OJJ,', равный W.4. Затем строим отрезок a'ni,.' изображающий 
вектор .;:А: Далее из точки n1 · проводим прямую J_ АВ - направле--, . . 
иве вектора w8 A. 

-· . 'Строим также уравнение (27). 0r . точки Ow откладываем отре-
~к.:.· О~с',·_ 1равный _wc, и ·.?Треэ6к c'na-ycкOJ)Er~ ~вс- Зрем- из 
точки п. проводим прямую J_ ВС ~ направление wk. Точка Ь' пере
сечения прямых,. ·,lfЭ.Правленных J_ АВ и J_ ВС, является концом 

· --ра ускорения\w8• Соединив· точки Ь' и ·о., получим. век-
, .Т.ОР о.ь', ускорере то~ в в масштабе k'll). О>единим прямыми 
то,tJ:Ку Ь.., ·с точIЩМИ а' .,.с'. WвА и w8c-noJIНЫe, относительные_ 
уа,tорения в :маС1Q1'абе k~ -_ ;~чкн В относительно точек А и С. опре
деляiотся с~венно ,: ртрезками а' Ь' и с' Ь' .• 

Угловое у~ние звена АВ 
. . . . /7. иi . (n1b')k-, 

B1cjj= ВА .., 
;_1,· АВ АВ 

Для опредепеиия направления углового ускорения 8 А8 перенесем 
~~А в ТОIЩУ В ~rруппы;< ~угловое _ускорение · буд~ напраВJiено. в сто-
~~ w'ВА:, ~r~~ у~о,енИе эвена . .ВС 

·L_ = wl.: = :(n~b') kw • 
~.,с · .ВС · •ВС · · 



. Направление s80 определ.яеtся аналоrkчН~ ~предыдущему. У cкo
~tDJe то~ D получим~ -~~ '1на отрезке ~ _д Ь'а' с' _rJJ _ дВDС 
и!соединив получ~ю. ·talal!t образом ·точку d' с полюсом о.,. 
У-ско~вйе . ТОЧ!QI . i определим, п~троо. на ,.отрезке . а'Ь' отре-
зок -а'е"Ь' и., отрезку АЕВ. · .. :· - ,, · 

Группа 2-го er.,iJp, 
j ._. 

Пан с:корос~А. Дано: Oi и (l)x· Определи~ Vв И' Оj!_(рис."ЗО). 
Здесь уже не ставитсs,: ЩЗча определить тАв и v0, так как подоб
ная задача_ уже решалась для. группы·_ l-ro. вида. Угловая сио-

d-----.------. 
Рис. зо. 

рость"твс-=тхх• так как звено вс с направJIЯl()щей и.образует 
поступательную пару и угловая скорос~их: будет одq, JI та· же. 

Нацравляющую хх расширим и . обозначим точк.и, Bx/JJ· D х·- Как 
уже ранее бЫJIО усrано:влено, ,,скорост~ Э.TIIX точек· х,8 · q/i~ будут 

. . . ~ z 
известны (см. задачу 2). · - · · • ·: .: · ':_: 

Для · определения скорости точки В составляем ~два ·УР.JВнения: 

R 

- vв··..:_ о~_+-vвА . ':,:::. . . _(28) 

- -~· ;;_. -
Vв= Vв·- + vвв • 

;е. ~ 

(29) 

- . \ - ·-Здесь v8 A .l_ АВ · и v8в II хх, _;rак как относитеп:ьаое ,.вижение 
~ ~ ··-~ :.i 

nостуnате.льное вдоль направляющей' ·хх. · 
. Строим урав~ние {28). Or т~- .О" ·о~ ~~ OJ,!,; 
равный век'I'Ору v А в масштабе kvi ,,атем из точки а проводим пря
мую_ .l_ АВ - направление ~ра· · .Ef :C· Сtроим: уравиенае (29). Оr
кпадываем, отрезок OJ, z - ско~ть-_ -~вх, !;' масщтабе k0 в на точки Ь" 

• 



: проводим иаправ.nение· vввz nарамепьво хх~ ·. Точка · ь-·ко~ век
. ropa· · О.в получится в резуJiьтате пересеqевнsr прямой ..l. АВ и пря
мо•.: !1 хх. Соединив точку, Ь с ~чкой o'f!. получuм :вектор. О J, т 
скоJ)QСть точки В в масштабе .k'flf · 

· · Скорость точки D оп~е.лим' из уравнения 

Vo=VD + vDD • (30) z х 

·здесь VDDX ,.vВВх' так как звено вс ОТНОСИтеJIЬНО н~ав.пяю
щей хх движется ,поступательно. При поступательном же двlDJ(ении 

Рис. Зt. 

скорости всех точек одинаковы. Следовательно. на пп~не скоростей 
d,Д,. Ь j) (рис. 30). . . 
. . ~троим уравнение (30). Скорость VDx соответству~ отрезку O'l)dx, 
а VDDx -отрезку d.xfl,. 38-мьiк~ющий вектор vD-ск?ростьточкиD
пройдет из точки о'(} в rочку d. ' ' 

План уско~й. Д~о: W.4 и е~·. Определить w8 и wD (рис. 31). · 
lia ·расширенной час'f:И наnравляющей хх наносим точки В х и D z' 

1 
Ускорения этщ .-тоtiек ИSвеfтны, так как извесч~а угловая скорость 
в ускорение наnравлящей (см. задачу 4) .. Для т6чки В имеем ~ 

' ·, ' ' ' / 
уравнения . · · 

,. (31). 

(32} 

• 



в , - -п· · .. 2~ . (·,АВ. ) II ~ . -1 1 .АВ ·k -
. этщ: урав~(;}~ЯХ -W.~'"7~АВ " At:J; ,>Щu_-L. . ; :~ввz_-=;-

=2тхzVрв xJ_ хх;· ·-. ~вх Н· Р (см. задачу· 4). _ : · · . 
Стро}Щ -уравнение (31).. qr точки q~· ''ОТК.7iадываем · 11масшта..; 

бе kfl} отрезок О wa' ~ уско~ние: iA, эа~м из точки а' i ·отклады
:ваем отрезок a'ni -уско~ние WвА, из·,·}ТQЧКИ ni проводим пря• 
мую J_ АВ - направление вектора w1A- Построим уравнение (32). 
Оrложим отрезои оwь:-ускорение wв, эа~м ь;ki_ ~.ускорЬlие w~ 
Направление этого ·ускорения · определ~ем-: как и ранее (см~ задачу 4) 
Из точки k~ . проводим ttрЯМУsю 11 _ х~-:-- uаправле~~е вектора w'вв.:~-: 
Точку Ь', пересечени11 $ТОЙ прямой и прямой. J_ АВ, сqединяем 
с полюсом ow·· Лолуqенный .отрезок Qwь"· будет w8 в масшта~ k.,,;. 
Ускорение то~и D _ определим построен~ уравнения · <• 

- ·- . 4-fi -:-:-, ... 
WD WD + WDD + fP)DD • (3З) 

. х ' х х 

в соответствиiс. задачей 1 4, W~D . w*~ и. wЬо =Wв~/ Следо-
. ·. х х . х z 

вательнь, в правой' части уравнения (ЗЭ) буд~ сумма известных 
векторов~ Построим вектор Wn- Из rочки o'W последовательно от~ 
~ад~ем отрезки .Owd;, d;k,.=bД и ц! =kib'. оjрезок:оw( ра-
вен wD · в· масштабе kw~ ' 

Гр~пrш 3-го вида 

План скоростей. Дано:. V.4 и Vc.· Определить ,vniи fD..Ав=Ювс 
(рис. 32). 

: J( 

t.-. ·. d" 

Рисi_~> 

Напр~щую хх · расширим .. 11~: ·1;1омеmм. то~ C~u Dж. Дтr, 
решенип поставл~нной ~~ачи . в11~ще, .9пре~~ c~m этих" то
чек. ·--так как ЮП(И А. Сх н·IJx· nр~л_ежат одному fl то_му же . 

. эо 



.звеdу хх, -то .эти- точки -в .рассматриваемы~:.,момент образУIQТ жесrко . 
звено, АС,Рх. · . . . · 
' Для оцределения ско~и · точки Сх цеем уравнения 

(34) 

• - - -
Vёх = Vc + Vc~, (35) 

где Vc~.l_AC и ~хе 11 хх., _ > . 
1 

Стр~им уравнение (34). ·Из точки 0 0 откладыв~ем отрезок ОJJ,

векто,\> VA ~- масштабе ~'О' из точки а проводим прямую .l_AC 114-
правл~~ие vcx-4· _Далее 'сrроим уравнение (35). Из точки ov отк.па-
. . . -: 
дьmаем отрезок O'l,c - скорость v0 , из конца этого вектора - точ-

ки с про~дим п~ямую 11 хх-наnравление Vc_p Точка Сх пере
сечения это~ прямой с ·прямой. J_ АС, · соединенная с точ-

кой О -о• ' дает ._ отрезок · : О tPx - искомый вектор· Vcx в масшта-
бе k'lJ. На отрезке ас" построим Л ас,р," «> Л ACxDx, точку dx соеди
ним с ~ом 0 0 • Огрезок O.Jl-x - скорость точки Dx 'в масшта
бе k'O. 

СкоР,ОСТЬ точки D определится· из уравнения 
- - -
VD:;=Vo· + Voo • (36) 

х х 

. Здесь . Voo = Vcc (см; зада~ 2). Поэтому И3 'ТОЧКИ da ОТКJiа-. х J: . • 

.nьmаем отрезок . d,P,=Ci,C, полученную rочку d соединяем с точ- , 
кой о'О. Ог~. OJL- исц:омый вектор VD '!3 масштабе kf). 

· · 0с А (ас )k 
Угловая скорость rоАВ=Ю.хх=. .х х · -о • Направле11ие rоАВ 

· 1 · ;,· 8 АС АС 
· определяется Y']ife. извес'$ЫМ способом • 

. План уско~вй. Да110: WA ·и, rJc. Определи~ WD и 821J=8вс• 
· · На расширенно,. части· .. направляющей намечаем· т.очки С" и Dx 

fp~c. 33).- ОпределJIМ ~рения этих точек. для точки Сх имеем · 
· .', · · ~ · · - - ·-п -t · ' 

tllc =WA•+wc А+ Wc А· (37) 
z . ,&8" х 

и 

(~) 

,•. - -
:·. в этих ~внеНИЯ}t,._~~=.Ф~МС) 11 АС; wьxA.l_AC; wf:\:e= 
,-=2rxxticx'C J_ .q ~Jtапращrено снизу вверх; Wqxc 11 хх. -

Строим ур,ааиение ·(87). Оnщадьmаем отрезок Ou!J' -- wA в мас
~бе/k,:,,. ·.sa~: стро" отрезок,а'n~ ~ w~~ _и. из точки 1li прово
. ~ прямую· 1..L АС - напрамение,. вектора ~ х-4· 

,81 



-~троим уравнение (ЭВ).· ОJ;~ем ·~ ,Р;,,,с' - ~~ : 0 .:а 
масшrабе k;Ф~ затем отрезок с' kg_ - ~~хс· 11 из точки kt проводим оря· , 
мую, 11 хх- направленuе вектора ~zc._ Tptiкy с;, пересечецие пря
мых .l_ АС~ i\ хх, соед.ию!(еМ с точкой /) •• .Получаем отрезок о.,с; -
ускорение wc ~ масштабе k'II). Для определения ускорения ТОЧ}СИ Dx 

~ ,, 

Ряс. ЗЗ. 

в плане ускорений: соединяем прямой точки а' и с;, на отрезке а'с~ 
строим Л а' c;d; r:r.J Л ACPi· Полученную таким образом точку d~ 
соединяем ,С точкой Оа,. Оrрезок Oa,d:- ускорение Wo в масшта-

- z 
бе ,k111• У СКОреНИе Wo опредепяем путем построения уравнения 

' - - -. -· Wп=Wo +wЬо +woo. 
х х ,z 

(39) 

В ЭТОМ уравнении ~D = -wь n= -wь с И wf>o = -W~ n= 
-· I Х Jx:-- Х J( ,Х-

-::- - ~ с (см. задачу ~). Таким образом, в -правой части уравне-

ния (39)х- сумма извесmых векто~в. Пос'I])Оим ' 1 зту. сумму. Век. 
top w0: уже ~ос~н - это отре~к~ Ovfl:· Из ~~ d; отклады-
ваем отрезок diг,=q~ki, так как Woo =Wco =( CxlfД k.,. Да.лее из . . , z,, z . ,_ • .. -
точки kt откладываем отрезок kJJ, =ki.c ,. так как WDD = - Wc с= 
=(ki.c')k.. • ,· . . .. . . / х х . 

· Точку d' соединяем с точкой о. - получаем. ~к Owd', рав
ный ~ру wю в масштабе k111• Угловое уск~ г..48=евс= 

=8хх= ~f = ( n 1 с;) k., . Направление углового ~орения о~ 
vtt.. АС .·· ,. , 

деляется обЫЧНЪIМ путем. 1 ~1 

· Построещ1е· · планов ·скоростей и уско])енd для .. q&,пп 2-ro клас
~ 4-го:,и ~-го вид~в особого смы~~ не им~, так·:iqц( эти грущIЬJ 
вкточают ~ себя элементы трех предыдущих груш\ :i« нового в ~ . 
щеншi ~ч не буд~. , · 

• 



Груn~ 3-ro кпsсса · (ри~. 34) ЯВJIЯеi-ся груrщой З;.го · порядка, 
т·. е. ()на пр.«:оединяется; ·.к механизму 1.l)еМЯ крайними элементами 
.umематическйх пар, ПQЗТС)му заданными·. будут кинематические пара
метры ~енн& этих зле~ов пар. В .другой постановке задача не 
бу-дет иметь ~ела.. , . , . · " · ,, ' . - .. - -· -

План скоростей. Дано: .:·~д, vE,. vp. Оцределить скоро~ти · то-
·ч~J{ В,. С, D и угловые ско~ости всех звеньев. 

Рве. 34. 

. При решерщ( задачи будем, использовать ос~ые ТО11КИ Ассура. 
~обая точка Асе:ура S (см. рис. 34) ·располагается на пересечении, 
шщраВJiений IOUQIX-JIИбo ·щзух. поводков. Следовательно, можно иметь 
три особые то~ Ассур•~ Для.· решения задачи досtаточно ~олучить 
одну особую то~ .. У д~но принять такую из трех точек, которая 
располагается .бJшзко к :f жесткому звену BCD. Эrо пр.и одном ·И 
.том же. масшта~ ·. kv по~ет получить наименьшие габариты плана . 
. :~оростей. · \, · .... : , "· . . · 
.:).j: .. B расс~атримемом Ci,JYчae примем эа особую точку Ассура точ
ку.:'с4', являю~ рез)"татом. ~ресечения направлений АВ и DE. · 
Звено JЗCD раСЦ111ряем ·f!!:'полагаем, что точка. S цринадлежит._этому 
звену. Следоваrо, ~~ BSCD_ об~з~ жестк~ зв~!!?· oS>e
дemw скорое~:;, точки!~ ... ·Имеем~ v8=vв + Vsв· Но v8=v,.. +. v8A, 
~.ца : .Щ·· :._ .·· . .·, 

, . ·· J's 1. V А +V.tJA + Vsв:. (40) 

. . .. Здесь vs.A!A JL_. : .·~ Ад, v~ BS и.пи. • что то же самое, v;в .l. АВ. , 
Е как ~ :"fl _!! 8S .совпадаюr. Таким образом, д1,13 не-

вес. тных. вetm!>.. . ра.· VвА:::-.;, vsв имеют· ·юдно напр~ение и ~ :урцне-
(40) вхрД1tt. ка~ ojJJю неизвестн~. В этом сос!оит ~сд_особой 
' 1 ' ~< Заказ М 644 · ·13,· 



. ·• . . . . . . . -,... . ,.:_ 

:~-. Ассура. Друrое _урщение ~· о~е..леШiЯ t18 состе.,пяют 
·уже по аналогии с ~евием (40): 

· v~=Vв+,-...t!ю_в_+-v.,...,_·D· -'(41) 

~десь_ Vю8 J_DE н ~,D..LD~_ щш, .'tt,O'тo же~· VsD..LDE •. 
Строим уравнение (40Ji· .Из полюса Ot, откладываем_отрезок OJJ- , 

'скорость VA в масштабе kfl, . затем . из:-: точки; а проводим прямую 
· L АВ - направление суммы ве~ров vм + Vsв-

" Рис. 35. 
' . 

Строим уравнение (41). Оrкладьщаем· отрезок :Q_,fle - скорОСТII vв 
и из точки е . проводим прямую ..L DE - направл~е суммы векто-
ров Vюв + VsD· Точку s пересечения прямых ..L AI[ и J__DE соеди
~- с _точкой О'О. ~к-.O~-скорость.'оs в +абе k'O. 

ДaJiee опре~е14 скоросtь точки С-..- точки,jJЮТ()рая не участ
·вует -в определ~и положения точки S. Точку G,~диняем прямой 
. с точкой S, получаем группу ~вещв SCF •. Такая_,jiа;цача уже ~ре
чалась (см. груцµу 2-го класоа 1-го вида). Ско. точки С опре-
.целится построением уравнений , 

· vc. v8 +vё8 и v0 -v~·+vc,, 
. - - . ,. ' 

где Vcs J_ CS. и vc, .l. CF.. . . . _ . 
· Аналогичные уравнещш уже строили. ~ ~вается. по

строение IIJiaнa скоростей для группы З-rо класс&;t:· . . Да.лее реше.иие 
задачи аналогично предьщущему. Действ~но~ ::рорости точек В 
и. D можнq опредепить, . построив ца отрезке SC в··.n.пане. скоростей 
фln;rpy scdЬ С/) фигуре SCDB. Угловые скорости, .... и ранее,-опре-
д~я по относительным ско~. · . . ? · ·' 
. ·в.в ускорени~ •. Дано: wA, ~в, Wp-. G>пред~' ускорения то-, 
. .ек ~. :С, D и· умовые ускорения всех з~ (рlю.: З~). 

•.М 



1
. IJpи . ПОСтрQеНЩ{ пла~а ·,. ускоре~i,. КЦ . ., и; \р~~ полаrаем,. ЧТО 

план скоростей ~щстроен и 'все, что: IqЮаеТСя скоросrей, ~тно. 
Последовате;ц,ноqъ. ~нmJ плана :-у.скорений' буд~- та ·же;1 что 
·и .при ~остроении'-плана. скор~й. .. ·, . . . -
_ Вва~але щ1редеJIИМ' у'*орение особой точки Ассура S. ··. Для точ-
ки s имеем: Ws=Wв +~в+ ~В, но Ws=W.4 +~w;A + wtA, тогда 

Ws=wA+:~в+~A + wiв+~A· , .. (42) 
. . _:.. 

В -этом уравнении w;в=ro:C(BS) 1\ BS, причем ro.вc=roвs, так как 

звено BSCD жес~ое. ~А=rо1з(АВ) 11 АВ{ ~ 8 J_BS (или, ~ то 
же самое,· J_ АВ) и w~A J_ А.В, т. е .. касате.лъные ускорения имеют 
одно .направление.· Следовательно, в уравнен.ин (42) два неиэ~тньt,с 
представщпотся 1) виде _суммы IЩК одно н~звестное. Второе урав-

нение для определения Ws со~тавим по aнaJIOr~и с предыдущим 
уравнением - ____ ____ -, 

Ws=~в + ~D + wiв '+ wt~o + WЪв· (43) 

Здесь t½D=ro:.C(SD) 11 SD; wъ~~rоЪв(DЕ) 11 DE; ~D и wЬвiDE. 
Строим уравнение (42). Из точки· о .. (см. рис. 35) откладываем 

отрезок Owa' - ускорение w А в - масштабе kw, из точки а' - отре
зок a'ni, а из· точки n.i --- отрезок ni~ соответственно ускоре-
ния w;в и wiA в их ваправлениях. Затем из трчки п, проводим 

\ прямую J_ АВ 7 направJiение · %в + wtA· . · · 
Строим уравнение (43). Оrкладываем отрезок Owe' -ускоре-

ние wв, из то~·. е' по. --~нш:~равлению · 'sЬ откладываем · отрезок е' 11а 
.,· - . . 

и из точки fls ·по направлению DE·- отрезок nan4 соответственно 
ускорения W~D ~ wiв. · 1:fв точки n4 проводим J_ DE - направление 
суммы ускорени, %D -+:wЬв· Точку s' пересечения прямых)_ АВ 
-~. J...DE сое~м с ··1ЮЧКой О.,, получаем отрезок O,,.s' - ускоре-

. вне ~е: :O:~-~opeirne точки С из уравнений . 
~ . - -п -t 
~c=Ws + Wcs.+ Wcs 

и J 
. .:;_ - -п -, 
"f#!c-:-WF + WcF + WcF, 

где ~s·= roAc{CS) JI CS; 
w~s l.. CS; ;'> . . 

. waF = юA,JCF) 11 cr;_ 
WЬF J... CF~ .. 

• 



Построение этих уравнений производится уже известньiм спосо
бом (см. группу 2-го класса 1-го вида). 

Ускорение точек В и D можно по.лучить путем построения на 
отрезке c's' фигуры s'c'd'b' оо фигуре SCDB. Угловые ускорения 
звеньев определяются обычным путем по относительным танген
циальным ускорениям. В том случае, когда группа 3-го класса со-

F 

~--

Рис. 36. 

держит не только вращательны~. но и поступательные пары, особые 
точки Ассура определяются так, как показано на рис. 36. 

Пример на построение плана скоростей и ускорений для меха
низма (рис. 37). Дано: длины и взаимное расположение всех звеньев 
механизма, w0 A ==const -угловая скорость крив~шипа ОА. Опреде
лить скорости и ускорения всех точек, угловые скорости и ускоре

ния звеньев. 

Определение:скоростей. Вначале находим VA=w0 A(OA)j_ 
J_ ОА в направлении w0 A- Звено ВС обозначим через хх - направ
ляющую, вдоль которой в относительном движении перемещается 
ползун А. Пометим точку Ах, совпадающую с точкой А, но при
надлежащую направляющей хх (звену ВС). Скорост~ 

и 

где v А~ 11 хх; 

vв=О; 

36 

VA =VA +vA А 
х х 



Построим эти уравнения. Выбираем масштаб построения kv[~ · -1
-]. 

сек мм 

Из точки ·ov - полюса плана скоростей (см. рис. 37) откладываем 
t -

отрезок О -оа - скорость v А в масштабе k-o и из точки а проводим 

прямую II хх - направление вектора vA ~- Затем откладываем век-

тор vв, но так как Vв=О, то точка Ь будет находиться в точ-

с 

а 

ке Ov. Из точки Ь проводим прямую _L хх - направление век

тора vA в· Пересечение направлений 11 хх и 1- хх даст точку ах . 
.х 

. Оrрезок о vax - скорость VA в масштабе kv. Для определения СКО· 
х 

рости Vc в плане скоростей на отрезке Ьах строим отрезок Ьахс оо 
Ьс ВС ВС 

ооотрезкуВАхС. Следовательно, имеем--=--, откуда Ьс=Ьах--. 
Ьах ВАх ВАх 

На продолжении отрезка Ьах откладываем отрезок Ьс. Полученный 

отрезок O.vc - ске>рость Vc в масштабе k,,. 
Для определения скорос~и то_чки _!! составляем уравнение; 

Vn=Vc +vnc· 
Здесь v0 c _l_ CD и v0 \\ уу, поэтому для отыскания Vп доста

точно только одного этого уравнения. Построим это уравнение. Из 

полюса Ov проведем прямую 11 уу- направление vD. Vc уже по
строена - это отрезок Ovc. Из точки с проводим прямую J_ CD -
маправление ипс· Получаем точку d пересечения прямых II уу и .l:_CD. 
Отрезок Ovd - скорость Vn в :масштабе k-o. 

11 



. 'Направление Шве oripe~, ·ttepeнecit·-~p·:. -Vсв в точку с :меха-
,. JЩ~~- ·, 

_ tJoc · · kf1. < cd)·· 
ООсо==-. -=- -. • 

.- . CD CD'. 

Направление ЮсD ~пределяе:м' аналог~ образом . 
. · . . ... ' -

Оnредещ~.ние .yc~<>peний •. woA~m~J'i(OA.) 11,ОА, т. е. будет 
одно -нормальное ускорщше, так щuс rod'i_=const._ -Ускорения точки· 
Ax-WAso~~-тсяиз·уравн~ -:.~ ... · .--, , 

, WAx=-в+w~х8+~ В 1{~A:~w;+w~~:4-wA А)" 
_ _ е) . .х ., _ , .... х,/ _ . . _ х 1 

· где .Wв=О, так как точк~ ·В неподвижна; · 
- -w1x8=rok(AВ) 11 !18; . 

· w~x8J_AВ; . 

~ A=2VAxAO>x.z.LXX; (00.ц=Ювс) 
_х 

~,хА II хх. - · , . 

· Напрамение u1 А определяется путем поворота вектора v АхА 
х . . . . 

. в СТ9рону rozx (см. рис. 37)~ / · · , ·' 
. . Построим_ уравнения. В точке Otv)homoqi пла'на · ус~орений поме-
щаем ТОЧКУ .Ь'!_}'аК как ДЛИfЩ_!ектора w~jrO. 3~~ от~ад~ем· 
отрезок Ь'tii 11 АВ-_-ускорение --~ в JI _из~ ni .;qроводим.~рямую 

iАВ-и~ ускорения wl)J· д3t! +-·~ 
~:,Р.' ~ускоре~е ~А и отрезо~:а

7

~j_хх ~~-~оре~~~~- Из ~чки 
k,щюводим.прямую ,-11 хх-н~ращ~ение ~J· Т~1!:::'аж-перес?че
вия прsхмых_ J_АВ и: tl хх соединяем с по~м О~iртрезок Оwаж ·-:: 
уск~ние WA в масштабе' k . . . . ·, '? . I • :!:'( . 

У~орени; точки· С оп;деляем, исп~я ~ подобИSJ. 
На отрезке_ ·ь,а; строим отрезок Ь'а;с' с'-'{~ BJP~ Из соотно-. 

. Ь'-с' - вс Ь' , Ь' ·, ВС · ~ 1., -
.mения ~ = --.- . имеем с = д --. 
,-, Ь'а'· . ВА~ х .ВАх - ,,;· 
, .. . . х ' . . 
· _· }'сцорение ~ . D определим ~ . f})авне#. · 

' - . :tЬD . W~·:+~oo+~k,: ··:. 
где WD1lf уу, w"DC =юiD (CD) 11 CD Jt'tvtDCi.cD~ ., 



· § 8. · Построение ~кивемати~ких диаграмм 
1-.-

ГР,lФи_~кое -дифференцирование и внтеrрврование 
Метод кинематJАесщ диаграмм применяется при ·анализе и син

теsе механизмов в тех случаях, когда какой-либо закон движения 
-точки или звена -механизма ; · \ 
зцан в ~щ:де графической эавк- J, !r._~, 
симости -в фующии времени. . 

-Установим основную -зави
симость метода. Имеем t.рафик 
s =· / (t) перемещения ТО1ЩИ в 
фующии временJ1 . (рис. 38}. 
Точка. движ~ прям~риней-
. но. Масштаб п~ещеюti обоз-:. 

·иачим через _14,: [ :м j:~,-& в~ .~ 

·м~ни _,;. kt [ ·=. _'-.::-!_} J :1'°~_,~ .... д ;eji: 
0 

.а _ . ь, 
СТВШ'е:1\'НЫе .• мепilия k . i d.~ 

_ времябудут~~ел~·· _ выра_: · Р,ис. •· · - .. - -
,·жени~: ~=/ii,.~ и t .,;. _ t d t, ·. -~- _ 
_ · ~де s и t - , т~._ .. нно п~ещение и время на- . графике. 
nусть в мо . · вре . , и t пере~ещение точки опредеJl!!ется на гра-
фике коор •. ;· __ й ~i~_}.~~ерез · ~-онечно маJIЫЙ промежуток dt=~/Jt 
.перемещение . чки .~- ·tр~я координатой bb1=acti+~, 
т.· е. -перем.не ~~я ~а 8еJIИЧИНУ ds=kJJ,s.,CкQpoc~ 
перемещ"'·~-:...~- то~--~=~: k~ но •4s =tga позтому· -· --· 
~ ~ di ·. ' ktdt , di , ' 

.. ·:·' ' ' ' . 

.... -ks ta 
,,v==-. ~а. (44) 

'\ ·kt, 

Зд~. ·4 ~1
yro. · л ~она XQP.-_. аЬ к ~и абсцисс (см~ рис.·. ЗS)_. -

В . пределе:· ~ а :ltдет yrJIOid 1Щпова касаrепьноА. rlолученное 

.2@. 



выражение ( 44) является зависимостью, на которой основано дейст
~ие графического дифференцирования. Покажем, ·что в результате 
проведенного построения получена дифференциальная кр·ивая и это 
построение действительно . будет графическим дифференцированием. 

Имеем график s=f (t) перемещения точки, движущейся прямоли-
нейно(рис. 39). Масштабы времени и перемещения будут соответ

5 

н 

Рис. 39. 

i 
1 

: t/.L 

ственно kt и ks. Время движе
ния точки разделим на ряд 

равных участков (в рассматри
ваемом случае 6 участков). На 
кривой s = f (ij пометим точки 
а, Ь, с ... и проведем в каж
дой из этих точек касатель
ные прямые 1, 11, 111 ... Ниже~ 
под графиком S= f (t), пост
роим прямоугольную систему 

координат с теми же участ

ками времени. Ось абсцисс 
продолжим вл~во от оси орди
нат и на произвольном р~с

стоянии н отложим точку 
р - полюс построения. Из точ
ки р проведем прямые, парал

лельные касательным, до пере

сечения с осью ординат ра' 11 1, 
рЬ' 11 11, р'с 11 111, ... Получен-
ные точки а', Ь', с', ... сносим 
на соответствующие орди

наты - получаем точки а1 , Ь1 , с1 •• . , которые соединяем плавной кривой. 
Установим, что представляет собой полученная кривая. Ее про

извольная ордината 1 Ь1 = оЬ' = Н tg а ( а - угол наклона касательной 
к первоначальной кривой). Таким образом, ординаты вновь получен
ной кривой так же, как и скорость v, пропорциональны тангенсу 

угла наклона касательной к кривой s=f (t), т. е. одной и той же 
величине. Следовательно, ординаты вновь полученной кривой пред
ставляют собой скорость точки, движущейся прямолинейно в мас
штабе kт.,, пока неизвестном, а проведенное построение есть действие 
графического дифференцирования. Теперь имеем право на оси орди-

нат нижнего графика (см. рис. 39) показ~ть v и масштаб kv. Найдем 
этот масштаб. Значение скорости · 

- k V=kvv-=kvH tg а И V=-s- tg а. 
kt 

Приравнивая праl}ые части этих выражений и сокращая на tg а, 
получим 

k=~. 
v Hk1 

(45) 

40 



Обычно пользуются методом графического дифференцирования, 
не требующим пр~ведения касательных, так как невозможно точно 
провести касательную к кривой без особых приспособлений. Рас
смотрим этот метод. Заданную кривую (рис. 40, а) заменяем гра
фиком в виде ломаной линии, полагая, что закон изменения пере
мещения точки на каждом 

отрезке времени есть пря

мая, т. е. скорость на каж

дом участке постоянна. При 
дифференцировании кривой 

s f (t) в этом случае из 
точки р (рис. 40, б) про
водим ,прямые ра' 11 аЬ, 
рЬ' 11 Ьс ... . В результате 
получаем ступенчатый гра
фик скорости. Через этот 
!"'Рафик проводим плавную 
кривую, соединяя точки а1 , 

Ь1 ... , которые распола
гаются в середине каждого 

участка. Для получения 
более точной кривой еле~ 
дует ее проводить так, 

чтобы избыток и недостаток 
запприхованн~х площадок 

на каждом участке был 
одинаков. Эrот метод гра

а 

.~ 

с d 

g 

i, k, 
z J 6 

Рис. 40. 

фического дифференцирования дает достаточно точные результаты, 
для использования их при практических расчетах. 

ГрафиtJеское интегрирование рассматриваем как действие, обратное 
графическому дифференцированию. Осуществляется 01-to следующим 

образом. График v f (t), который в этом случае является заданным 
в виде плавной кривой (ом. рис. 40, 6), заменяем ступенчатым, при
нимая точки а1 , Ь1 , с1 ..•. в середине соответствующего отрезка 
времени. Затем эти точки сносим на ось ординат и полученные 
точки а', Ь', с'. . . соединяем прямыми с точкой р. В новой системе 
координат (см. рис. 40, а) принимаем точку а на оси координат 

с ординатой, равной So, соответствующей постоянной интегриро
вания, определенной из начальных условий, в данном случае -
началу отсчета перемещений точки. Затем проводим прямые 

аЬ 11 ра', Ьс 11 рЬ', ... , получаем график s f (t) в виде лом'аной 
линии. Точки а, Ь, с, ... соединяем плавной кривой. Масштаб 
нового графика получим из формулы (45): k8 =Hk1k.0 • 

У становим, как производится графическое дифференцирование, 
если точка движется не прямолинейно, как это рассматривалось, 
а по замкнутой траектории. Имеем замкнутую траекторию движения 

-tl 
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Рис. С, 



- _1 ! . . .. . :'" ' . . . 

то~ (рис. 41.), .~· пол9~,.,через равцые промежутfQf: в~~ена 
помече11Ы цифраюtr О, 1;::~., ... 12. Оrнеоем эту траекторию к, пря-· 
моугопьиой · системе · ·коор.tвнат :..-ху; Перемещение' тРЧКИ разложим 

. на перемещеi!ц вдоль ~ х и у. ,Вдоль, оси х точка последова;. 
1 
те.льна занимает прложенq . ~, 1 '.,, 2', 3', . : . , вдоnь оси ·у - поло" 
жения О, 1", 2", $", ..... ·1/. : · 

Построим- график пе~щения точки Редоль оси· х.- Для. этого 
. в прямоугЬJiьной ·системе;· ; координат ~ot послед9~теnьно отКJШ
дываем ординаты Ja=ol', 2Ь=о2', 8с 08',, .... -Аitа.лоrично в сис
теме координат s/J( стро~график перемеЩенИ~ ТОЧКИ ВДОJIЬ ОСИ у, 
оТКJiадывая ординаты la,_=ol", 2Ь1 =о2", Зс1 =о8", .... В ре
зуnьтате получены ·:графики ·(рис. 42) перем~щения точки, движу
щейся прямолинеЬо (вдоJIЬ .,осей х. и у). Теперь эти. графики ·можно 
дифференцировать···~ ранее ра~смотренны~ методом ... Для полученuя 
поJIНой скорости ,цвиж~ния по ее траектории-исnОJIЬзуем зависимость 

v=V ~+v; · . 
При ромощи повторного графического дифференцирования зави-

симости в f (t) можно поJIУЧИТЬ графическую зависимость ускоре. 
ния точки в функции времени. Однако следу~т иметь в . виду, что 
цовторное графическое дифференцирование не дает необходимой 
rочности. •· · · 

§ 9. ·. Аналитическая· кинематика механизмов 
; . .'.. ., ' ' 

Наряду с двnш рассмотрениыми методами кинематического ана- : 
JIИза (метода ПJIEЩfl · ско~й и уско_рен~й и метода кинематических. 
диаграмм) примеJQ:tется а.малитический метод, основанный на отыска
нии щштrrичесф выJ>W{ений; опреА;еляющих все кинематические 
параметры ~ч~/ иJIИ i,· .· на м~ханизма - перем~ение, скqрос1р 
и. ускорение. . но : ·. JIИтический· метод позволяет. получить 

результа. т с неоо··.·.·.: димо~ .. )·!!!_,'."'степенью точности, которая значитель. но 
_ выwе, чем при rwФич~ и графа-аналитическом методах., Одн~о 
аналитическое·~· . ние •.. 1 ... вь час'Г(? при~дит к чрезвычайно. громозд
ким· зависимое · ·. ·!# котор$ми можно пользоваться, только применяя ,,(- ' 

ВЬIЧИСJIИТеJIЬНЫе i" 8 W: i : . 
Рассмотрим,.Qаnит~ю ющематику наиболее просТЬDt и вместе 

с тем наибол~_))асп~енн~. меsнизмов. . . ' 
?{ : -~ .- . 

. ;-.:1 .. К~о-ползунныА механизм 

Эror · меха. ~йяо ПЦIJ:)ОКО • применяется в машииостро
ении. Он иСПОJIЬзуе'ф$1 в двигате.щ~х внутреннего . сгорания, 
порumевш; .,_ ~х и,\\ компрессо_рц станах холодной прокатки 
труб и дp}'tp,.·(NaIIПUI$. Звено . .РА- -~нс. 43) называется ·кр 11-е о
щипом. BOQl'Jiцe к~пом • прц,иипо Н,О,щ,евать звено, входящее 
во вро,шр,т~lilJную naтifl. :.s-го к/laCliJ ·со: стойкой и· дедаЮЩее поАIШа 
оборот. Звено АВ ~· ша.,тун, зьено В - .I19Лзун. В общем случае 

·• 



Рн;~ 43. 

скорость кривошипа O)=const. НеобходИМQ · опредеJ!И'1'q перемещение, 
скорос,1Ъ и ускорение ползуна в. Положение кривошипа ОА будем 
определять углом q>=O?t, положение шатуиа-уг~м р. ИзобраЗИ)I 
. механизм, когда ползун В занимаеt . крайнее ПОJЩ•ение В0• Прове
дем прямую AD ..LBC. Оrсчет пер$еtц~mц\. :· полз~ В будем вести 
от точки. ~о и определять координатой х. :;;1\ ·' i:i ·;. 

· Из чертежа имеем: х=В0С. - ВС;· . · ;1,I, i·:-, · . ·· · . 

в.с=Vов~ ~ОС" =Y(,-tl)•-as й вc.:l:v~вt.,cosЧ>+1cos11, 
. ·\·,·; ·.\/, 

11()ГД8 ,. . . . , 

· . . · · ·х= V(r+l)1 --а• - ,·coscp1~ lcos\jY\ - : ., ,. 

Выразим c<?5f) че~ yroл/qJ-AD....:isin~ и'~=~*-~~.q>~ nрирав1Jи~ 
.iiц правые · части, . нахо,дим' , sin 11"е :·0

' ,, ~Аа cos:f,= 

=-. f 1 - (a+r sin ')1 
• · Подставе: ·.значе~.;t~оs р s~._i.·l.: -.· .,/ .ение дпя i, V . 1 . . r; .'~'{ :;· , , _ 

получим: . . . ~/; ·, .. 

. . Х= Y(r+l)"-a'-rcos~;-l (:~г e+,W)~.-- (46) 

. · 4 r 1· l 1 ·-... , .. .' ·. · 
. Обычно в реальных мехаЦJ~змn:- и -:-<i'-+ -. n~став.ляя 

, :, _ :.!.. · . · _ .":
1

l _ l :· :~·: 5 . :<-:;:-:: .:.· .. 

_ f 1 ~(a+r sin cp)I] ~ == t '....:. _! (•+r;~in ер)• ~il_ (a+r~~--f)• .. 
l- l . 2 l . 8 · I · · · · 

. .·' 1 ' \ 

·-·'". 



и о~; .с··:д()С'Щточиq, ;'для практ~ расчетов ~JO точ~ 
нрс~ ~ ~ tма.-: ,~r-e первых ~~. после подстано81Q1 и_ пре-
~разования,, ~удем ~:~,~ . . . . . 

х= .. 1 (r+J\•--.a1 -'f'~oscp- l+~+..!!. ~it1,,.+~ sin1 cp. · · (47) r · .~1 . · · 2i ·-l "" 2l · 

Скорость ползуна В ... _;., 

dx dx d, ... 
о-=-=-+-. -,. . dt dq> dt , •. 

но 

.O!.=ro, 
dt 

тогда 

Vs - ror ( si~ ер + Т cos ер + ~ sin 2ер) .. (48) 
1 

Обычно принято обозначать .О.~ л: и !... ='tJ. Следовательно, 
l l 

.v8 =ror (sin ер+ л cos ер+! sin 2ер). 
,· 2 

(49) 

Ускорение ползуна в 

тогда 

W в= ro~~cos ер ~ ~- sin cv+ t, cos 2q>). ( 50) 
, ,i• -т"· . · · 

Для акси~оrс;> кРfЮшипно-шатунноГQ механизма а=О, поэтому 
ИЗ _(46) - (49) '~ИМJ.: 

, x==t_;:{_· 1 ;,_ ccl:_._ep)+l [ 1 .... •. / 1-~ sin1 ер ·] : ,~ V р 
·:1~/' 

J (t +· ~ ... ) »tI - cos ер 2 s1n• ер ; 
('. . ~ . ' v.s.t~ ( si~ ~ +2- sin_2q>); 

~~,i~ro•r (c~cp+6cos2cp). 

и 

(51) 

Кулисныl• механизм · 

Кулиац.А-механи •. (рис. +t) .широко ИСПОЩ»Зуется в станкостро
ении. Дaвo:,.'fO=con.it:,_ yrлoaaя, скорость кривоцпmа ОА; ДJ1ИНЬ1 
звеньев и/' ваа8МНое р&Фоложение ~-э.riементов вращательных и ~
патеJJЬНЩ-:-пар ·и сф, опреде~ расстояниями._ а и Ь •. Будем, 
искать перечещение, екорость и ~tкоревие ползуна С~ 



· · ;· .Расd!отрим. t.texanиs~ в _как&r'VIИОо его. '1/JUOJIOl8IUIИJ: · --опре.целяе-. 
мом углам ер. ПОJIО$еИИе куJiйсЬ(·:1АВ . буд~~~~ . ,yrJIOм fJ, 
ползуна С - координатой Х:, По. ·нертежу ·;Jiieeм:if=b:tg~ .. И~ точ

, _ , кн А пр.Р.м Jnрямую ADJ_OB, 
· -· тогда tJJ:-:=~, ·но<АD .·r~coscp, 
. \ · ;".,А • BD · . , . -

а BD=a¼rsincp, поэтому 
:i-" -

tg р ~ _r_. c_os ___ cp_ 
a+r sin ер 

и 

хЬЬ rcosф (52) 
a+rs~n-cp 

СкоросIЪ .ползуна :С: 
, , . dx h. dcp , dx 

Vc =-=--=ro--; 
dt dф dt . ' dcp 

dx = br-:-- а sln ср - г· sin1cp - , cost q, 
dcp (a+r sin ср)1 

=br - а sin ер - r (sin1 cp+coslcp) = 
(f:l_+r si_r_i.ep)• · 

Рис.«. = -br ':a~ln ер ; 
.с . (~+r~in ер)1 

и 
· ь,· ,__ r+a stn ер 

Vc=-0> . ~ 
· . :- · (a+r sfn ер)• 

(5.3) 

У скоренне пмзуна С . . . 
· dvc dvc dm- • 

Wc = ~t~ =т-;t=ro~_·.·.; 
, ер ... 

. doc = _ юrЬ а cos ер (a+r sin ер)• - ~ (о+~ si11jJ r cos ср ~~а s_in ~= 
dcp . . <arr sln ер)• :' . ' , 

ь :а (a+r sin ер) ....;.;_2, (r+:a sirt-\qi) cos. 1ан._ •• ., = 1.-- ror . . , - ,.._,. 
· . (a+r sin ср)8 .~; ·· ... ; .. · 

-~ 1 Ь а (a+r sin ер)~ 2r (r+a sin;:,. ) os. m 
Wc = -w r, -------...:..;..---------с т 

, · (a+r $in ip)8 . 
(54а) 

. а- 21r+a sin ер 
Wc = - mJrb . tlf,f sin ср CQj ер. 

· (a+·r·sln1))1 ,!'>. 
~иак. «·~».У vc и wc укезывает ··ва. то, ~ они i:.вленьi.'в·: 

·или 

(5-Ю), 

Щ>атную стоJ*)ну отсчета х . 
• 

46 



:YнQepCUЬIIЬIЙ ........ (шарнир Гука·,: ~рд~, ne,eiaчa) : 
•. . . . . . . 1 . ,. 

У ниверсаJJЬньuf[ шарнер. • ... пр применяется . .(рис. 45) при передаqе вра
щательного движения ~ з:веньями, оси 'Которых пересекаются, 
причем угол между · oc.ma:·;JJ процессе .,щmжения может· мен~я. 
Такой шарнир , исщ>ль" А · 

3Уе1'СЯ В аВТОМООИJIЯХ ПРИ I D 

передаче двнженв~ от 

, коробки скоростей к зад
нему мосту, в прокатных 
станах, сварочных.:машн
нах и ряде машин метал
лургического nро~з:вед- · 
ства. Звенья 1 и 2 ·(рис. 
45) называются · вил
к а ми, а звено 9-
к ре ст о вин о й-. Стерж
ни АоАо и Bof:!0 ~сто
ВННЬI nересекаются под 

углом 90°. Пар~-' Ао и_ 
В0 - вращательНЬiе · пары 
5-го класса. · , 

Найдем соотнош~ния 
Между УГЛОВЫЩf. СКО" 

Рис. 45. 

ростями зве_ньевушарнИJ?а. Дано: а- постоянный для данного от
резка времени ~л меж_Jtу . ~ звеньев _ 1 и 2; ro1 - угловая ско
рость и ср1 - YtWI ПОВОЙ(>Та sвеиа 1. Требуется найти угол ср1 по:50-
рота. звена 2 И-IJ'o углеую скорость ro1• · . , 

Траекториям(( точек}f.А и В бу-дут окружности в плоскостях,-
перпенднкупяр~~ осям;~ньев 1 и 2. Изобразим траекторию точки 
А 'в· ее плос~ос~- этir,. дет окружность (см. рис. 45) и прое!ЩИЮ 
в этой плоскостt:: трае . ·, . ин точки 8 - это будет ,JIJiнпc. Дадим 
звену 1 углов~:"пере : ·· ение ср1 , тогда точка А займет попоже
нне А1, а LA00).J,1 = ср1 • Jtочка В на · проекции . ее траектории займет 
положение-В1• f.F<>л В~1 буд~ прямым у-глом, так как проекция 
пр.s~мого угла g;·плос~, содержащую одну его сторону, таюке 
будет rtрямым·-",trлом. ,~Ь$ТОМУ,.:LВ10С=ср1 •. На своей траектории 
точка. В эа~ попфнне В1 . (см. рис. 45); ecmt _же JUIОСКость 
этой траекто~~ со~ть, с_\ мqс~остью траектории точки ;А~ 
то попожение:"~чкн бу.#r В 1 , а L. B1QC=cp1 -yrлy поворота зве
на 2. Из. че№, нм~_; .. ·: B~C=(OC)tgcp1 и В1С =(ОС) tgcp1, отку-

да ~~;~ tg ~~iko в~с = Bf · cos а (см. рис. 45), , .. · 
,В 1:~ ,_ tgcp1 В1С . ¾С · 

тогда 

(55.) 



но 

ПОЭТОМJ 

!!l· cos cz ео&1 Ч>.t • 
._ . cos'CJ>t, 
.( . 

Выраsнм cos q>1 через Cfi. Известно, что 
·. ,А . 1 
со::.-ср1- · • 

' l+tg' Cl>t 

· Подстав.тщ значение tf ср1, по _ выражекию (55). получим· 
' 1 

cos1q>1= ----
1 ~ tgtti 

cos•a 

~)(СТавляя в отношение mi, получим_ 
· · · Ф1 

cos• а+ tgt q>1 ' 

(1)1 cos* ~-COS
1 Cft+sin1 ер~.: 

m2 .: .cosa: . 

после несложн~ преобразованd. будем. им~. 
: • 1 , i •,, 

<01 . cos• ci.+~in1 а sin• CJ>i'~WJ 
Ф2 COSO· 

(56) 

Из '~го выр8Жения -видно,, -~·:QТНош~ yr, ·, .. · ."·:·:·скоростей 
~ -O'F угла Cfi, который иеnм,ывно 1i,eЮfe ~,-~~ ;при_ . 
поетояниоt· угловой ~орости roi уrlf9ВЗЯ сфтъ 

1 
·J Оу~ет. нфре-

рывно- :меняться. ·Эrо оq>еделяет inu.iчue уr~го . ; .· , . . ведо-
мого звена ·2, , следо~тельно, ,JJ до~ны~:i _ . еские 
крутяrµие моменты, передаваемые·. -~- звеныi'iJ• ·.: , ,·: •·; 11р,~вод. 

· В машинах очень часто qспо.цьзуется ~Аной ·, _ · · ·. ньiА 
wарцир, иазываемыJi к~р:данной: перед,;r~~й. ,,~11,'~~,: CJIYЧae. 
такая переда~ может бьm,· вЬЦiолн~а, по~, и~ой на 
рис.: 46, · а, когда промежуточное З8е8о' 2' и_,,. вищ, ·Wrюлагаю- · 
щвес.я 8 ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ, ИЛИ lfO -~е ри~;~:-46, б~ 'IЩtA,8 ."ВИ~ 
промежуто~щого звена_ 2' расцолаrа~. во ~~tro пер~икуляр-
~ ~остях. . . . . . , . . . 



Для СХ~ . ~с. ::16.', а. имеем tgiCJ)t.=COS.«t tgq>;. И fgtp1 ~ 

-=cosa1 tgq>j •. Ра,еJПU$:;1\ети равенст~· ~~ · ~ ,цруга, получим 

tg ср1 = ~ tg-cp, при · tii.~~. tg q>1 == tg ер, и q>1=cp1• · 
·. ·cosa1 . .· ·/0

··:. • •• ·; 

а о 

f 1 ' 

Рве. 46. 

Для cxeifы ,рис. 46, б имеем tgCl)i==COSCli tgcp; И tgcp;= 
=cos о. tg ер,.· Из :\$тих равенств · имеем: tg q>1 =cos·ai cos а. tg q>1 nри 
«i =а. tgq>i=cos!a tgcp.,~1. · · · · · 

Таким об~ пер" CXet.Ja ~еханизма ПОЗВОJJЯет при ~=Щ 
ИСКJIЮЧИ'lЪ непот-оянстil угловой ско~ (J)1 ведомого звена. 
а следоваtельно,):is допофтеЛЬНЬiе дина~ические крутящие моменты~ 



...... ... . ;., , . :r: ~. . . . . . : ~ 

Глава 111. СИНТЕЗ ~ХЗВЕuнiх И ФРИIЩНОQНЫХ 
. ·. . .\\:МВХАНИЗМО~ . .. . 

.,· ·t 

· · Са!Ш~ разнообразные NеЦНиэмы, в ~ числе··, четыре.хзвенные, 
·создаются исходя ·из услоJША удов.петво~ия требованиям техно.по
гического процесса. Однако· независимо ar~ :эrого ··ооэдаваемь~й меха
низм до.пжен обязательно :удовлетворять ранее установленным ст,ук-
турным условиям. · 

·§ 1 О. У СJJОвие сущ~твовавия к.ривошиilа в чt"l'Ырехзвенн~ меха-
низме · 

Создаваемый четырехзвенный ~ i«еханизм. должен JЩеть звено, 
_которое, . входя во вращате.пьную пару · со стойкой, совершало бы 

.. ---!А... ПОЛНЫЙ ~рот, Т. ~- бЫJIО 
бы. ,криво~ом. Установим 
условие существо~~ та-. 
кor.Q _эвена,.,Эrа задача ина
че .. ваэываt1'ея .з ад а ч ~-й 
Гра~rощ1,:.,· ,или ,<усло
ви/;'4 · пj.9в'о ра:чJtвае-
м. ти ~. · .. , етыр" ., · ыl,: м~-
НI( ' в об ~ ·· i .. cJIYЧ3e .имеет 
ра ые -~- звеньев 
а " -~ с< 4-iif~разим этот 

Рис. 47. мщiжи_-_ .. '_ зм jg.WJ_,_ :У~··.крайцих 
. . . . по.енищ· . • 47)~ Если 

меµннзм может занимать эти два . положь-, · ·~и вращении 
э~а, .а, ;ОН займет и__ любое щ,ом~уточн· __ ·_::,. nол _· . :~: · .· __ , Следова-
телыю, ·· звено а в· этом случае <;Целает . · .· . . · . · и будет 
кривошипом. Таким .образом, существованйе aiinивow~. ·:~еляется 
ДQВ1~ 1И· дОl;З~~ . · . · .. -~. ···: : .·r. . . · 

-Из ДОВ1fхш.tеем ОВ1<В1С+ОQ и.ли ~+с<Ь , ::::J1з довае 
имееы ОВ1>()(; ~BsC ИJIИ _c-·a>d-- Ь, откуда а+· .· ;~f~- В пер
вом. ·неравенст~~ _CJieвa стоит су№,Щ, велцчmr;:::(а+~:•)~ чем 
.справа, rак ка~ а<:Ь, а c<d. Поз~му оно Jдов.пеt~ ~егда 
и не . ~т _. критер., нем, опреде~_-· сущtет. >. вo~_ilfФ~ ___ -·,· Ьо_ шипа . 

. Т~ образом, :'ТОJJЬКо второе неравщrство ~я .У~ем суще- . 
'ствоDа!ЩЯ _ кривоШИJ:1а ~ . четырехзвещtом _,ме~е (у~- Грасrо
фа). ~едс;>ваrельно~ tJ четырехэв~ механизме 6iJ6ё!n · криво-
&О 



шип,-~ ~У.ММ ·дJШН .~еньшегQ· и нац6Д4ьше~ э~нt,ее мен6ше· 
суммы ;,рвух. ·други,i з~но-М~ 

· .В dteмe механЙЗ!dа (~/ рис. 47) rtpO'J)Ив нam.-teньuier.9 звена а 
\Располагалось .. :Второе по -~не ·звено ,_:.ь •. Возможны в,сеrо три· 

l 11 -11 

aQC'· Ь ,аа. ·_·c~,.;aq·b. t1 
' . !1" • 

. ' ' . . ' с 
. -· ,' 

Рис. 48. 

-схемы (рис. 48). Для всех этих ·схем условие существования криво-. 
шипа будет одним· JI тем же1 ЧТQ. це сложно проверить. 

В рассматриваемых схемщt кривошипом -является звено а, но не .. 
только оно может.· 6ыть кривоnmпом.. Если всему механизму дать 
обращенное движение с угловой скоростыо, ;равной угловой скорости 
звена а, но противоположно напраменной, то это звено ~ановится 
и будет стойко:й, а стойка будет _кривошипом. · · .' 

§ 11. Синтез чет;q,ехзвенноrо. механиsма по·· зад~м уСЛОВИSIМ · 

'Требуется построить : четырехзвенный механизм по , заданным 
условиям~ · · 

.1. Дано: три :~положен~ шатуна (рис. 49). Точки А1, А1 и -А. 
располагаются на,: дуге щtруж-
ности с ценrром Q. нахо~им-<· 81 

82 ся на осн вращ№Я з~ ОА. 
Соединим эти' -фчкиiщащ1 А , \ · 8 , 
(рис: 50) и из ИJ сере ·.: вое~· f ii А ________.о~ 
становим перпжу , на z ~ . 
пересечении !от . ~ бу · , ·· рас~ Рис. 49. 
полагаться иск я то О. 
~алогичным ~м --н~рдится точка С, распОJiаrающаяся на oclf 
вращения звена~. F.dtи за кривошип принимается звено ОА, ·:ТО· 
поеле построешl,i прои.Ьдится проверка по услав~ Грасгофа. 

2. Дано: 11)1' поло~я "'кри:щ>шипа и· три положения коромысла 
(рис. 51). Так:~ в ~ем случае А1С1 ~А~Р1=#=А8С1,. то· решение 
следует искать;1ti -виде . схемы, изобра:же~нои на рис. 52. Таким обра-· 
эом, задача с8&Тся -'.· оть __ 1сканию. . положения пар~ В .на, звене CD. 
Для ее нахщ.ttия всему .механизму даем обращенное двнжен:ttе · с 
угловой ско~ю, р.й угловой скорости звена CD~ но направ
леннqй в об~ю C1'-J)OHY (рис. 53). ТоI'.да звецо CD останgвиТСSJ, 
а· весь мехаайtdс-:-бу~т tфремещатrk.я ·drносите.льно и~го. В этом случае 
з~о АВ (5~ врапi.я вокруг ~чки•В, а точка А ·будег переме
щаться ·по;,~ . окр~ти с цец:rром в точке В; Будем рассма,трн
ваrь движение·· точки А' в обращенном движении 9Тf1ОС~rе.льно ·первоrо 

·:st 



положения звена CD. Положение точки ~ относительно звена CD 
определяется дА"СJ). Если же С,р совместитсs~ с C1D, то, новым 

, ' 1 

положением точки ~будет положение А2 , которое находим путем 
построения лл;с1D, равного ЛА2С,р. 

Рис. 50. 

Аналогично ' находим положение точки л; путем построения 
лА; C1D= ЛАаС3D. Теперь известно положение А1,А;, л;-точки А 
при ее движении по дуге окружности с центром в точке В, кщорую 
находим как результат пересечения перпендикуляров, восстановлен-

ных иэ середин отрезков - хорд А1 А; и л·;л;. 

Рис. 51. 

3. Дано: коэффициент изменения скорости хода и два крайних 
положения коромысла. Прежде чем приступить к построению меха
низма по заданным условиям, введем _понятие коэффициента изме
нения скорости хода. 



Изобразим четырехзвенный механизм в двух его крайних поло
жениях (рис. 54). Угловая скорость звена OArooA=const. При пере
ходе звена из положения 1 в положение 2 оно повернется на угол q>1 
а при переходе из положения 2 в 
положение 1 - на угол q>2 •• Из 
чертежа имеем q>1 = 18OQ - 0 и 
q>2= 180°+0. Таким образом, вре
мя /1 _ 2, затрачиваемое на пере
мещение из положения 1 в 2, 
меньше времени t2_ 1 , затрачивае
мого на перемещение из положе

ния 2 в 1. Звено ВС при пере
ходе из положения 1 в положе
ние 2 и обратно поворачивается 
на один и тот же угол, поэтому 

точка В при ходе вперед и назад 
Рис. 52. 

с 

будет , иметь различные средние скорости v1-2 и v2_ 1, причем 

V1-2>V1-1• 
Назовем коэффициентом изменения скоросtи хода величину 

V t . 
k = V1_ 2, ГДе k> 1, НО ТаК КаК l-2 = 2-l =~, ТО k JBOo+e 

v2-1 v2-1 tl-2 ((>1 tsoo -6 

Рис. 53. 

Переходим к построению механизма по . заданным условиям. По 

заданному k находим угол 0 = 1809 k -
1 

• 
k+l 

.53 



- · Изобразим два крайних положения звена ВС (рис. 55). Точки 
В1 и В2 соединим прямой. При точке В2 построим угол 90°, при 

точке ·вl угол 9OQ - е, тогда 
------Bt угол с вершиной в точке О' 

будет равен 0. 
Вокруг Л О' В1 В2 опишем 

окружность. У гол с вершиной 
в точке О' ·- вписанный угол, 
опирающийся на дугу В1.В2, 
следовательно, все вписанные 
углы, опирающиеся на эту ду
гу; qудут равны 0. Поэтому 
в произвольной точке описан
ной ·окружности выбираем точ1 

Рис. 54. ку О и строим угол 0. В ре-: 
зультате получим два крайних 

rfоложения четырехзвенноrо механизма, кривошип которого вращается 

вокруг точки О. Из чертежа имеем 0В1 =r+l и 0В2=1- r, 
где r - длина кривошипа и l - длина шатуна. Следовательно, 

, 
081 

-; 
082 Возможность произвольного выбора положения 

точки О определяет многозначное решение задачи, что позволяет 
использовать какое-либо дополнительное условие (например, габа
риты механизма). Производится проверка .по условиям Грасгофа. 

/Jz 

Рис. 55. Рис. 56. 

У становим, как осуществляется синтез кулисного механизма 
по заданному коэффициенту изменения скорости хода и двум край
ним положениям точки В кулисы ВС. fассмотрим кулис1m1й меха
низм в двух крайних положениях (ри . 56). Здесь угол между 
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положением крцвошипа ОА1 и продолжением кривошипа в положении 
OAs равен 0. Углы В1СВ2 и 0 будут равны между собой как углы 
с взаимно перпендикулярными сторонами. 

Построение кулисного механизма по заданным условиям проис
ходит следующим образом. Точки В1 и В2 , положение которых 
задано, соединим прямой. На прямой В1В2 строим равнобедренный, 
треугольник с углом при вершине С, равным углу 0. На прямой, 
делящей угол 0 пополам в произвольной точке, выбираем точку О, 
вокруг которой вращается кривошип ОА. Длину кривошипа ОА 
определим, опустив на· прямую В1С (или В2С) перпендикуляр. 
Полученный кулисный . механизм будq удовлетворять заданным 
условиям. 

§ 12. Фрикционные механизмы 

Звенья, входящие в пары 4-го класса, могут иметь профили 
различных очертаний. Передача движения между звеньями в таких 
.случаях будет осуществляться либо при качении со скольжением, 
либо при чистом качении 'одной кривой (повер~ности) по другой. 

Кривые, передающие движение при наличии качения со сколь
жением, называются в за им н о огибаемым и, а кривые, пере
дающие движение только при качении,- центр о и дам и от но

с и тельного движения (поверхности -а кс ои дам и отно
сительно го движения). 

Оrсутствие скольжения в центроидных механизмах и явлений, 
его сопровождающих, на первый взгляд · делаеk такие механизмы 
более предпочтительными сравнительно с механизмами, в которых 
используются взаимноогибаемые кривые. Однако на, практике центро
идные механизмы используются крайне редко. Это связано с тем, 
что· центроиды относительного движения имеют, во-первых, сложные 

очертания даже при осущесrвлении сравнительно простого закона 

движения, во-вторых, - неблагоприятные соотношения усилий, дей
ствующих на звенья и пары центроидного механизма. 

Взаимнаогибаемые кривые, как будет показано ниже, могут иметь 
простые формы, которые несложно осуществить практически. 

·Фрикционные механизмы являются наиболее простыми центроид
ными механизмами. На рис. 57 показана цилиндрическая фрикционная 
передача. Центроидами относительного движения здесь являются 
окружности, по которым очерчиваются катки 1. и 2. Фрикционный 
каток 1 имеет подвижную опору 4 и прижимается силой Р к кат
ку 2-, имеющему неподвижную опору (стойку) 3. При вращении 
катка 1 с угловой скоростью ro1, каток 2 силой сцепления (тре
ния) в месте контакта А приводится во вращение с yr ловой ско-
ростью ro2• .. _ 

Из условия равенства окружных скоростей точки контакта, при
надлежащей каткам 1 и 2, Vл=ro1R1=ro2R2, откуда 
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~= R2 (57) 
(1)2 R1: 

Эrо отношение есть передаточное отношение (или передаточное 
число). Передаточным отношением (числом) наЗЬiвается 
отношение угловой скорости звена, принятого за ведущее, к угловой 

' \ 

р 

Рис. 57. 

скорости звена, принятого за ведомое, т. е. i1_ 2=..o!!... (звено l-ве
(1)1 

,дущее, звено 2- ведомое, равенство i1_ 2=Rs - численное) · 
R1 

2 

Рис. 58. 

56 

На рис. 58 показана фрикционная пере-
дача с клинчатыми катками, у которой, 
благодаря особой форме поверхностей 
фрикционных катков 1 и 2, сила сцепле-
ния, определяемая величиной централь
ного угла КJIИНЧатой поверхности (см. гл. 
VI), при всех прочих равных условиях 
значительно больше, чем 1У фрикционной 
передачи с цилин.црическmщ катками. . 

На поверхносТII контакта каждого 
клинчатого катка будет то.пько одна_точ
ка А, скорости которой бу'Jf.УТ одинаковы. 

Из этого условия i1_
2
= (1)

1 _R2
• • Другие 

i (1)2 R1 · 
точки будут иметь различНЬ1е скорости, 
следовательно, поверхности катков будут 
проскаЛЬЗЬ1Вать и интенсивно изнашивать-

ся. Поэтому такую щредачу целесообразно 
использовать в механизмах, работающих 
непродолжительное время. . 

Для передачи движения между пересе
кающимисsr осями применяется фрикцион-
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ная передача с · коническими катками (рис. 59). Если верпmны. кону
сов конических катков будут располагаться· в одной точке (точка О),. 
то окружные ~орости точек соприкасающихся поверхностей (аксо
идов относите.льноrо движения) катков 'J и 2, нахqдящихся на одном 
и том же расстоянии от точки О, равны между собой. Иэ · этого уело-

- I ),~ "7"' 
Qi:' 

11 
2 

1 t х 
R R 

G.,•z 
;~ 

~~z 

Рис. 59. · Рис. 60. 

вня t1_ 2 = 001 = R2 
• Здесь точка А может быть принята пронзволь-

002 R1 
ной на образующей:, поэтому R1 и R2 могут быть радиусами также 
произвольного сечения кони-

ческих кат~ов (наружные, 
внутренние и др.). 

Фрикционные , передачи 
используются в качестве 

вариаторов передач, поэво

ляющиi непрерьшно изме
нять передаточное отноше-

ние. , 
. На рис. 60 показана ~ 

лобовая фрикционная пере- --~~~+
Аача-вариатор. Здесь i1_ 2= 1"77;1 

fl>1 х п =-=-. ри осевом пе-
w2 R1 . 

ремещении катка 1 можно 
получить О < 1 х 1 < R2, по-

о · R2 В этому <t1 -2 ~ - . этих 
, R1 

Рис. 61. 

пределах можно. получить любое значение i1-2• 

На рис. 61 показан вариатор с коническими фрикционными кат
ками 1, 2 и промежуточным цилиндрическим катком 2'. 

Из условия равенст~ окружных . скоростей точек А н В имеем 

i1_ 1= (1)
1 =~. При перемещении катка 2' вдоль его оси изменяются 

Ш2- Х1 

. R R,. , 
значения х,. н х1 в пределах >x>r, поэтому и -;---?'t1- 2>R. 

11 



В этих пределах передаточн6е отношение i1_,. может принимать 
. . 1 

тобое значение.· Обычно 3:.>i14">-- исходя из удобства конструк-
3 

тивного оформления и ИСКJПОЧЕЩИЯ больпшх осевых усилий, воспри- . 
нимаемых опорами конических катков. . Показанными nримерами 
фрикционных передач далеко не исчерпываеtся весь ряд таких передач, 
применяемых в машиностроении. • 

Достоинством фрикционных передач .. является простота устрой
, ства и изготовления фрикционных катков, а также возможность 
использования таких передач в качестве _предохранительных устройств 
при перегрузках. При нагрузке фрикционных передач усилйями 
(моментами) выше расчетных происходит пробуксовка катков. 

К недостаткам фрикционных передач следует отнести большую 
силу прижатия катков, превышающу~ в несколько раз передаваемое 

окружное усилие, и отсутствие гарантии определенного передаточного 
отношения вследствие· возможного буксования _фрикционных катков. 
Эги недостатки фрикционных передач полностью исключены в зуб-
чатых передачах (механизмах). · 



Глава IV. ЗУБЧАТЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

Зубчатые мехщщзмы являются наиболее распространенными··&: ма
шиностроении. Образование простейшего зубчатого механизма (рис. 62) 

Рис. 62. 

можно представить следующим образом. Если взять центроидную 
передачу с центроидами. 1 и 2 и расположить на них последователь-

Рис. 63. Рис. 64. 

но чередующиеся выступы-зубья и впадины, ·то передача движения 
будет осуществляться при помощи боковых профилей зубьев: Эги 
профиJIИ представляют собой вэаимноогибаемые кр~.вые .. 

·• 



Центроиды же относительного движения J и 2 с радиусами R1 и 
R2 называются начальными окружностями. Точка Р0 -
мгновенный центр относительного движения (вращения), принадле
жащая неподвижной плоскости, называется полю с ом зацеп л е
н и я. Если точка Р O располагаеТС;Я между осями вращения колес 
0 1 и 0 2 (см. рис. 62), то зубчатая передача будет с внешним зацеп
лением. Если же точка Р O располагается по одну сторону осей ко
лес 01 и 01 (рис. 63), то зубчатая передача будет с внутренним 
зацеплением. 

В том случае, когда одна из начальных окружностей имеет ра
диус бесконечно большой, т. е. вместо начальной .окружности - на
чальная прямая, зацепление будет реечное (рис. 64), и вращатель
ное движение зубчатого колеса 1 преобразуется в по~тупательное 
движение зубчатой рейки 2. 

§ 13. Основн~е параметры зу~чатоrо зацепления 

Часть зуба, выступающая за начальную окружность (рис. 65), 
называется гол о в к ой зуб а, а: часть, располагающаяся до на

Рис. 65. 

Введем обозначения: 

чальной окружности,
цожкой зуба. 

Окружность, огра-
ничивающая головки 

зубьев, называется о к
р уж но ст ь ю высту-. 

по в, а окружность, 

ограничивающая впади

ны зубьев, -окруж
ностью впадин. 

Расстояние между 
одноименными точками 

соседних зубьев, изме
ренное по дуге окруж

ности, называется ша-

\ гом зацепления. 
Шаг может быть изме
рен по. окружности про

извольного радиуса. 

Длина дуги окруж
~ости, которую зани

мает зуб, -толщина 
зуб а, ·длина дуги окруж
ности, занимаемая iша
диной, :-ширина впа-
дины. 

R1 · 11 R1 - радиусы начальных окружностей; 



h1 и h2 - соответственно высота голов1<и и высота ножки зуба; 
R, и R, :._ радиусы окружностей выступов; 

1 1 " R1
1 

и R1
1 

- радиусы окружностеи впадин; 
ai и а2 - соотве1:_ственно тqлщина зуба и ширина впадины по на

чальнои окружности; 

tн - шаг зацепления по . начальной окружности; 
z1 и z2 -числа зубьев зубчатых колес. 
Из принятых определений следует ai +~=tн. Шаг по начальным 

окружностям обоих зубчатых колес одинаков. Для начальных окруж
ностей толщина зуба колеса 1 равна ширине · впадины колеса 2, а 

Рис. 66. Рис. 67. 

толщина зуба колеса 2 равна ширине впадины колеса 1 при отсут-
ствии бокового зазора в зацеплении. . • 

Для зубчатых колес 2nR1 =z1tн и 2nR2=zJн· Из этих равенств 

получим R2 =~. Учитывая уже известное выражение для переда-
R1 Z1 

точного отношения, имеем 

i1-2= Ю1 =R2=~. 
I02 R1 Z1 

Длина дуги произвольной окружности с радиусом R1k равна 
2nRlk=Zi/1k, откуда 2R1k=z1 ~- Обозначим ~=m1k и назовем 

л л 

м од ул ем зацеплен и я. Следовательно, у зубчатого колеса 
может быть бесчисленное множество модулей. Обычно прин.srго все 
параметры зубчатых колес и зацеп,ления выражать через модуль, 
который соответствует ГОСТу. Такой модуль зубчатых колес, нахо
дящихся в зацеплении, будет только один. Окружности зубчатых 
колес, для которых модуль соответствует ГОСТу, называются де
лительными окружностями. Радиусы этих окружностей 
равны 

R mz1 R mz2 
д1=2 и д1=2, 
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где т - модуль зацепления, соответствующий ГОСТу. Взяв отноше
ние радиусов делительных . окружностей, получим 

i1-2= ~= R2 = Rд. =~. (58)· 
(1)2 R1 Rдt Z1 

При определении передаточного отношения зубчатых механизмов 
обычно учитывается его знак, который показывает, в. какую сторону 
вращается ведомое зубчатое колесо по отношению к ведущему. 
EcJIИ ведомое и ведущее колеса вращают~я в одну сторону, то знак 
передаточного отношения принимается положительным, если в раз

ные - отрицатель~ым. Следовательно, для внешнего зубчатогсr эа-
(1) ' z 

цупления (рис. 66) i1_ 2= _!_=- ~, а для внутреннего (рис. 67) 
. (1)2 Z1 

. 001 Zz 
L1-2=-=-. 

OOz Z1 

' § 14. Зубчатые механизмы, состоящие из нескольких пар зубчатых 
колес ~ 

Зубчатые механизмы,- - состоящие из неско"льких пар зубчатых 
колес, называются ред у кт о рам и. Определим передаточное отно
шение о-дноrо такоrп механизма. 

х ,· 
н н ,н 

Рис. 68. 
Общее передаточное отношение ·механизма (рис.-\ 68). Запишем 

передаточные отношения отдельных зубчатых пар, составляющих 
весь механизм: 

• 001 Z2 • . (1)11 z,. . (l)III Ze 
L1-2=-=--; tз-4=-· =--, L1-e=--=--• 

(1)11 Z1 00 111 , Za 00 1v Z5 



Возьмем произведение этих. пер~даточных отношений: 

но 

2 J 4 

Р.ис. 69. 

След9вательно, 

(59) 

rri. е. передаточное отношение механизма, состоящего• из несколь
ких пар зубчатых .колес, равно произведению передаточных отно
шений отделышх зубчатых· пар, составляющих механизм. 

Пере,jаточное отношение механизма, состоящего из нескольких 
последовательно соединенных зубчатых колес (рис. 69), 

(60) 

Из этого выражения видно, ·что iiромежуточные колеса 2 и 3 
не оказывают влияния на величину передаточного отношения. Одна
ко количество промежуточных колес будет определять знак переда
точного отношения. Такие колеса называются пар а з и т н ы ми зуб
чатым и к о лес а ми. Они используются для получения соответ
ствующего знак~ передаточного отношения и для передачи двцжения 

:между осями, расположенными на заданном значительном расстоя-
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нии друг от друга. На рис. 70, а, б показано, что испоJIЬЗОвание· 
паразитньIХ зубчатых колес в этом случае даст возможность умень _
шить габарить1, а следовательно, и вес всего зубчатого механизма·. 

а 

lf 

Рис. 70. 

а на рис. 71, б 

Если механизм состоит из. 
неско.льких конических зубчатых. 
колес, то при определении знака.· 

передаточного отношения уже 

нельзя руководствоваться только 

тем, ча-о внешнее зацепление · 
имее-r-знак мину~ а внутреннее -
знак плюс. На знак передаточ- · 
ного отношения в таких меха

низмах оказывает влияние и 

взаимное расположение зубчатых 
колес. На рис. 71, а, б видно, 
что изменение положения коле

са 8 приводит к изменению 
знака передаточного отношения. 

Действительно, · для механизма, · 
изображенного на рис. 71, а 

• <i>1 Z2 • z, 
L1-,=-~- -• -, 

W4 Z1 Z11·• 

так как в первом случае колеса 1 и 4 вращаютсst в одну сторону, 
а во втором ~ в противоположные. 

P!:it, 71. 

Для определения знака передаточного отношения" таких механиз
мов на· зубчатом колесе 1 около линии контакта колес ( см. рис. 
71, а) наносят стрелку - вектор окружной скорости одной из точек 
начального конуса колеса. Если эту, стрелку направить ·к линии кон
такта колес, то стрелка на колесе 2 также ··ts,удет направлена к ~-
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нии · контакта колес. Так как колеса 2 и · 3 жестко СВЯЗЩIЫ между 
собой, они ·вращаются в одну сторону и стрелка на колесе 3 имеет 
то же самое направление, что и на колесе 2. Стрелка на колесе 3 
направлена от линии контакта колес 3 и 4, поэтому и на колесе 4 
стрелка направляет(!}{ тоже от линии контакта. Знак общего пере
дато,чного отношения для механизма, изображещюго на рис. 71, а, 
положительный, так как стрелки на колесах 1 и 4 имеют одинако
вое направление, и отрицательный для механизма, изображенного 
на рис. 71, 6, так как стрелки на этих колесах направлены -в про
тивоположные стороны. 

Эгим методом можно пользоваться также - и при • определении 
знака передаточного отношения в случаях, когда механизм состоит 

только из цилиндрических колес или цилиндрических и ~онических. 

§ 15. Диффере~щиальные и планетарные зубчатые механиз~ 

К дифференциальным и плацетарным зубчатым механизмам от
носятся такие механизмы, у · которых имеются зубчатые колеса с 
подвижными осями (рис. 7·2). Если числ.о - степеней подвижности 
таких механизмов _равно единице, то они 

называются .планетарными, _ если 
двум и более ~ д и ф ф е ре н ц и а ль н ы
м и. 

Число· степеней подвижности механиз
ма, приведенного на рис. 72, находим по 
формуле П. Л. Чебышева W=Зn
- 2р5 - р4 • Здесь n=З, р5 =3, р4= 1 
и W=З-3-2,3-1=2. 

Следовательно, механизм будет диф-
. ференциальным. В данном ме~низме два 
независимых закона движения, т. е. 

двум звеньям (например, 1 и 3) можно 
задать произвольные законы движения, 

тогда звено 2 будет двигаться по опре-
деленному закону. , Рис. 72. 

Зубчатое колесо 1, ось которого неподвижна, называется ц е н т
р а ль н ы м к о Л'е с ом, колесо 2, имеющее подвижную оеь, ~ с а
тел лит ом, а ·-звено 3, несущее зубчатое колесо с подвижной 
осью, - в од илом. Передаточное - отношение в таких механизмах 
можно определить, используя метод обращенного движения. Для 
этого всему -ме,,хавизму ·(см. рис. 72) придаем угловую скорость, 
равную угловои скоросm водила, но направленную в противополож

ную сторону. Эго не изменит относительно·го движения звеньев~ 
абсолютнь~е же скорости будут другими, что П(?Казано ниже: 

Звено . . . . . 4- • • • . ., • • • • • • / 2 3 
Скорость звена . . . :; ·.:~ . . . . . . ro1 ro2 (1)В 
Скорость при.обращенном.движении •. ro1 -ro8 ro2 -ro

8 
ro

8
--ro

8
:::,;o 

1 
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'Угловая скорость води.ла буд~ равна нуто, и в механизме уже 
Не -будет зубчатых KOJiec С. ПОДВИЖНЫМИ ОСЯМИ, Т. е. МеХаНИЗМ И3 
диффереНЦИЗJIЬНОГО превраща~СЯ В- обычный, ДJIЯ которого справед-
.JIИВО отношение: · 

m1-mв _ ~-

m2-Фв z1 

Для планетарного механизма m1 =0, СJJедовательно, 

О-Фв Z2 =--, 
(1)2-Фв. %1 

откуда 

• . Ф2 l+ZJ. 
~2..:...в=-= -~ 
. Фв . %2 

(61) 

Для дифференциаJIЬного механизма, состоящего·, из n зубчатых 
колес, 

(62) 

Из этих выражений находим неизвестное передаточное отношение 
и угловую скорость звена механизма. · 

Пример. Для планетарного механизма (рис. 73) при ~звестных · 
значениях z1, z2,z2, и· z8 опредеJIИть передаточное отноше~ие i 1 _ В· 

Придавая механизму обращенное движение, 

Рис. 73. 

можем записать: · · · 

Ф1 - Фв /( Z2) (·· · Za ) 

mа-Фв = -~ .~ Z2, • 

Так как m8=0, т. е. копесо 8 неподвиж
но, имеем: 

Принимая чименные зн~ Z1 =Z2' = 
= 100; z1 =99; Z8=101, п&учим i1 -в= 

1 в , ' . = --. таком механизме возможна . передача ~ения тоJIЬко 
10000 "° 

от водила к колесу 1; Ведущим колесо 1 не может бытЬ, так как 
в этом CJIYЧae механизм буд~ самотормозящим (см. r.11. VI и VII). 

Дифференциа~ые и манетарные механизмы обтtдают тем до
стоинством, сравнитеJIЬно с обычными зубчатыми механизмами, что 
могут иметь значитеJIЬно меньшие габариты, а следоватеJIЬно, и вес, 
так как число сателJIИтов (см. рис. 72) может быть боJIЬшим,- а 
. уСИJIИе, передаваемое одним зацеплением, маJIЫм. 



В дифференциальных механизмах может быть два ведущих зве
на. Jlоэтому в таком механизме можно ос.танавливать одно из ве
дущих звеньев, вращать ведущие звенья в одну или в противопо

ложные стороны. В результате ведомое звено будет иметь четыре 
различных скорости. 

У слови я синтеза дифференциальных и планетарных механиз
мов. При назначении чисел зубьев колес создаваемых ·дифферен
циальных и планетарных механизмов следует соблюдать определен
ные условия. У становим эти условия. 

J 
а 

Рис. 74. 

Для дифференциального зубчатого механизма (рис. 7 4) R3=R1 + 
+ 2R2• Полагая, что начальные и делительные окружности совпа-

. mz mz1 2mz'2 z8 - z1 · 
да19т, получим: .. - 3=-+--, откуда z2=--. Эго условие но-

. •, 2 2 2 ·2 
сит название. у с л о в Q я с о о с но ст и. Из него следует, что числа 
зубьев центральных колес 1 . и 8 должны быть либо оба четные, 
либо оба нечетные. Только в этом случае z2 , будет целым числом. 

При сборке дифференциального зубчатого механизма, имеющего 
несколько сателлитов, зубья этих сателлитов должны полностью 
совпадать со впадинами центральных · колес 1 и 8 (см. рис. 74). 
Найдем условие, при . котором это будет соблюдаться. Эго условие 
носит наз'вание у с л о :в и я. сбор к и. Одно из зубчатых ко.лес сател
литов (колесо 21) полагаем введенным в зацепление, начальные ок
ружности контактируют в точках а и Ь. По начальным окружностям 
колес 1 и 8 от точек а и Ь отложим шаг зацепления в напрарле-
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ПНИ колеса 22. ·В общем F,JIYЧЗ.e шаг на аа' и ЬЬ' не уложится цe
Jioe число раз. Поэтому a'a"<t к ,P'b"<t. Or точки а' отложим 

дуги а' а''' =t- а7 а". и а'а1 ~t - а'а" и проведем диаметр а1Ь1 • При 
перекатыванвп начаJIЬных окружностей в процессе зацепления колес 
точка а1 попадает в точку а'. Зубчатое колесо 1 22 можно ввести в 
зацепление, если оно после этого окажется в тех же самых усло

виях зацепления, что и ко~ес<, ,21 . Для этого необходимо, чтобы. 

точка Ь1 попала в точку Ь', т. е. чтобы ь; Ь' = Ь"Ь'. Из чертежа сле-
дует, что а'а1=Ь'Ь1. Следовательцо, t- а~а"=Ь'Ь" или _а'а"+ 
+Ь'Ь"=t. . . 

Обозначим через р число сателлитов, тогда , 

- ·zt - " .. zt .. 
aa'=-8-=kit+a'a" и ЬЬ' =...1_=kJ+b'b", 

р р 

где k1 и k 2 - целые числа. 
Суммируя, получи~ 

zэf +~=(k1+kJt+a;a"+b'b"=(fli.+k2)t+t=kt, 
р р 

где k - целое число. 

Сл · Z1 +zs k б 
едоватеJIЬно, -.--= , т. е. сумма чисел зу ьев центраJIЬных 

р • 
колес должна быть кратна числу с·ателлитов. 

Следующим условием cmrreзa планетарных и дифференциаJIЬных 
передач является· у слов ц е с о сед с :r в а. При сбррке соседни~ 
зубчатые колеса 2 не должны задевать друг друга, 1'. е. находиться 
на таком. расстоянии, чтобы выполнялось усл6Рие l >~R ••. Из рис. 7 4 

l n ' · . · 
имеем -=(R1 +R2)sin-, тогда условие соседства примет вид (R1 + 

2 ("ф. р ' . 

+R2) sin~>R,1 • 

р 

. ,~·. 

§ 16. Основной закон зацепл~ния (теорема ... ~лиса) 

· Для очертания боковых профилей зубьев можно-·, использовать 
различные взаимнооrиеаемые кривые. Однако произвоЛЬflо они выбра
ны быть не могут. У становим условия, которым доmкны удовлет
ворять боковые профили зубьев. 

Изобразим соприкасающиеся в точке А двц профиля 1 и 2, ко
торые передают вращатеJIЬное движение относительно осей 0 1 И· 0 1 
(рис" 75). Угловые скорости ro1 и ro2 заданы,. передаточное отноше-

• Ф1 О2Ро р .. 
ние i12=-=-, где 0 - мгновенным центр- относитеJIЬного вра-

~ д~ . 
ЩеJ{ИЯ. 
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Огносительная ск6рость v12 точки А, принадлежащей Iфофилю 1, 
направлена J_ отрезку АР 0• Через точку А проведем общую нор
маль N N к -кривым 1 и 2, которая пересечет линию центров ·010 2 
в неизвестной точке .Р. Проекция относительной ск_орости U: 2 на на-

правление нормали N N должна быты равна нулю, так как в против
ном случае профили 1 и 2 либо не будут соприкасаться - разой
дутся, либо будут внедряться друг в друга 
в зависимости. от направле'rrия v7 2 • Передача · 
движения в обоих случаях невозможна. 
Но это означает, что v12 J_ NN. Следова
тельно, линия N N совпадает с линией АР 0, 

т. е. пройдет не через произвольную точ
ку ·Р, а через точку Р0 • 

Таким образом, общая нормаль в точке 
касания двух взаимноогибаемых кривых 
(профилей), передающих движение с за
данным передаточным отношением, про
ходит через мгновенный центр вращения 
в относительном . движении и делит рас
стояние между центрами вращения в абсо
лютном движении на части, обратно 
пропорциональные угловым скоростям. Это 
о снов ной за к он за ц.е плен и я (те о
.Рем а Вилл и с а), которому должны 
удовлетворять боковые профили зубьев. 

Из мног~х взаимноогибаемых кривы~, 
удовлетворяющих основному закону заuеп

ления, · .для очертания боковых профилей 

Рис. 75. 

зубьев выбираются только те, которые сравнительно просто изготовить 
и которые позволяют получить работоспособное зацепление. Наиболь
шее распространение получили эвольвентные, циклоидальные и кру

говые профили. В настоящее время подавляющее большинство зуб
чатых колес имеют зубья с эвольвентнь1м щюфилем. Такие профили 
несложно изготовить. Кроме того, зубчатое эвольвентное зацепление 
практическ~ не чувств}(rельно к изменению межосевого расстояния, 

что имеет большое зНМ1Рие при изготовлении_ и . сборке зубчатых 
передач, так кщt н~:..~'1'-J.бует точного . соблюдения межосевоrо рас- . 
СТОЯНИЯ в "OПpefteлe~~Qx допустимых пределах. 

§ 17. Теория эвольвентного эацеп.ления 

Эвольвента il ее. свQйства. Для построения э.вольвенты изобра
зим окружносJЬ _ произвольного радиуса ОА (рис·. 7~). В точке А 
окружности проведем касательную ·прямую АВ. Ог точки А на пря-

мой АВ отложим отрезки произвольной величины Al = 12 = 23 = .... 
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На окружности от точки А отложим дуги Al' =Al,' i'2' 12 ...• 
Прямую АВ будем катить без скольжения по окружности, тоrда 
каждая точка прямой АВ будет описывать эвольвенту. , 

• Из условий образования эвольвенты можно установить _следую-
щие ее свойства. 1 

1. Касательная к окруЖ1Iости являе:rся нормалью в соответ
ствующей точке эвольвенты. Длина нормади равна радиусу криви~ 
ны эвольвенты и соответствующей дуге окружности. 

! 
Рис. 76. Рис. 77. 

2. Эвольвенты, образованные различными точками_ образующей 
прямой АВ, представляют собой эквидистантные кривые - равно-
стоящие по нормали. . ' 

3. Эвольвенты, образованные на данной окружности, при нало
женци совпадают, т. е. рредставляют собой различные участки одной 
и той же эвольв~нты. Следовательно, эвольвента пqлностью опр1де-ляется окружностью, которой она образована. . 

Уравнение эвольвенты. На эвольвенте, -образоваu.ной на окруж
ности с радиусом r (ряс: 77), положение точки ·.м ,определяется 

радиусом-вектором OM=l и' углом ~- · . 
Из точки М проведем касательную_ АМ=Q к окружности. Поло

жение радиуса ОА определяется углом а. Из рисунк, ~=0- а, но 

0= .. АМо_ Из свойств эвольвенты _ .. АМ0=АМ, тогда r } 

АМ .. 
· '0=-=tga и ~=tga.-a. (63) 

r 

Радиус-вектор l=-'-. Таким образом, д~я окружности с pa
cosa 

диусом r параметры эвольвенты ~ и l полностью определяются 
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углом а. Уравнение ·(63) есть уравнение эвоJJЬвенты. Его принято 
записывать,, следующ~м образом: · 

P=inv а (~-инвотота а). (64) 

Эга ·функция используется при вычислении параметров зубчатого 
зацепления. Имеются специальные таблицы ее численных зна
чений. 

Внешнее эвольвентное зацепление цилиндрических 
зубчатых колес имеет место в том случае, когда начальные окруж
ности касаются внешним образом. Для построения эвольвентного 
зубчатого зацепления полагаем известным .,,,R1 и R2 - радиусы на
чальных окружностей; Re

1 
и Re. - радиусы окружностей выступов; 

R,1 и R1
1 

- радиусы окружностей впадин; tн - шаг зацепления по 
начальным окружностям; а1 и а2 - толщину зуба и ширину впади
ны по начальным окружностям; а - угол зацепления. Понятие об 
угле ·зацепления 'будет дано несколько позже. 

Огложим межцентровое расстояние 0101=R1 + R1 (рис. 78) и 
изобразим начальные окружности, соприкасающиеся в точt<е Р 0• 

Через эту точку проведем прямую t - t l_ 0 10 1• · Затем под углом ci 
к прямой t - t проведем прямую N N, на которую из центров 01 и 

0 2 опустим перпендикуляры О1А и 02В. Радиусами r1 =01A и r2= 
=OsIJ из центров 01 и 0 2 проведем две окружности, которые носят 
название· основных окружностей. На прямой N N на отрезке АВ 

-возьмем произвольную точку К. 
Если прямую N N катить без скольжения по первой, а затем по 

второй основным окружностям, то точка К прямой Ы N опишет 
вначале эвольвенту 1, а затем эвольвенту 2, которые и примем за 
боковые профили зубьев зубчатых колес. 

Радиусами R,1 , Re, и R1
1

, R,. проведем окружности выступов и 
впадин, ограничивающие соответственно головки и ножки зубьев. 
Переход эвольвентного профиля зуба в окружность впадин должен 
быть ,плавным по окружности со стандартным радиусом r=0,25 т, 
Затем откладываем по начальной окружности толщину зуба 1-го ко
леса и толщину зуба 2-го колеса, которая равна ширине впадины 
зуба 1-го колеса. Строим обычным путем симметричные профили. 
Точки пересечения окружк'остей выступов и линии NN обозначим 
через а и Ь. 

Покажем, что эвольвенты удовлетворя~qт основному закону за
цепления. В соответствиJI с , основным законом зацепления общая 
нормаль к профилям· зубьев должна проходить через точку Р0• Ли
ния · N N, являясь касательной к ословным окружностям, на. которых 
образованы эвольвенты, проходит через точку Р O и является общей 
нормалью к эвольвентам в точке их касрния К. Как-либо по-другому 
общая норм~ль к эвольвентам не может пройти, так как она обя
зательно (см. свойства эвольвенты) должна касаться основных ок-
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ружностей. Следовательно, эвольвенты у;цовл~творяют основному 
закону зацепления. 

Точка К контакта зубьев располагается на линии N N. Так как. 
эта точка принята произвольной, линия N N, связанная с неподвиж- , 
ной плоскостью, представляет собой геометрическое место точек 

О1 

Рис. 78. 

контакта зубьев - л и н и ю зацеп лен и я. Вне этой · линии зубья 
не контактируют. 

Рассмотрим процесс зацепления пары зубьев и установим границы 
линии зацепления. Если расположить зуб первого колеса так, что 
его профиль будет проходить через точку а, то у кшtтактирующего 
с ним зу~ второго колеса эвольвента в точке а будет располагать
ся своей верхней точкой, которая первой- попадет на линию NN. 
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Следовательно, на линии NN точка а будет· началом зацепления· .. ~ 
Дальнейшее перемещеtше точки контакта зубьев по линии аацепле
ния будет происходить до точки Ь, после которой -зацепление будет 
нево~ожно., так как эаольвента зуба первого кол~са уходит с ли" 
нии зацепления. Таким образом, ~цепление п~ры зубьев будет про" 

Рис. 79. 

исходить в пределах линии· аЬ, которая назьщается пр акт и 1if е
е к о й ли н и е й зацеплен и я. 

· Линия АВ называется те о ре т и чес к о й ли н и ей за ц е пл е
н и я. Эrо есть предел практической линии зацепления: Изменяя 
параметры зубчатого зацепления (например, радиусы R.

1 
и R •• ), 

можно удлинить линию аЬ, при этом точки а и Ь не могут распо
лагаться соответственно за точками А и В. Действительно, если 
предположить, что точка а заняла положение lli (см. рис. 78), то 
нормаль к эвольвенте будет касательной 1-1 к основной окружно-, . 

73 



сти и уже не пройдет через точку Р0, т. е. за пределами точки А 
не удовлетворяется основной закон зацеплени'я. Аналогичное будет 
и за точкой В. Рабочие участки зубьев - это участки их профилей" 
точки которых в процессе зацепления контактируют, передавая ДВИ· 

жение. · 

Рис. 80. 

Внутреннее зубчатое эацецление (рис. 79) строится 
8~}lалогично вне~нему. Следует обратить вниман~е на то, что зу6 
большого колеса имеет вогнутый профиль. · 

Рее ч н о е зацепление (рис. 80) предназначено для преобра
зования вращательного движени_я зубчатего ·колеса в поступательное 
движение зубчатоu рейки (возможно и обратное). Профиль. зуба 
рейки прямолинеен. Эrо несложно представить, если рассматривать. 
реечное зацепление как предел, с одной <;тороны, внешнего заце
пления., а с другой,- внутреннего. Следова~но, и профиль зуба 
рейки будет являться, с одной стороны, пределом . вьmуклого про
фи,rш, а с другой - вогнутого. 

• 1 

§ 18. Способы изготов.пения: зубчатых ~O.lleC 

Существует два основных способа изготовления зубчатых колес:: 
способ копирования и способ огибания (обкатки). _ 

Способ копирQвания заключается в том, что· инструменту прида
ет~я форма впадины ·зуба (рис. 81). При рабочем движении инстру
мента удаляется матери~л зубчатого колеса, заключенный во впа-
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дине. Повторяя эту операцию в соответствии с количесrnом зубьев. 
получаем зубчатое колесо. 

· При изготовлении зубчатого 
колеса способом огибания при
:меняеrся инструмент (рис. 82), 
ммеющий форму зубчатого ·коле-

1 -са. Ему придается возвратно-по
,ступательное движение вдоль оси. 

Постепенно оси заготовки и инст
румента сближаются до врезания 
.на полную глубину зуба. Затем_ 
~ИНструменту и заготовке дается 

-такое относительное движение, 
какое бы имели два зубчатых · 

Рис. 81. 

колеса, находящихся в зацеплении. В результате часть материала 
-заготовки, мешающая зацеплению, удаляется и образуется зубчатое 

колесо. 

Вместd зубчатого колеса ~ ка
честве инструмента может' быть 
использована зубчатая рейка. 

JaгomQб1ra Инструментальная стандарт-
~r----t--т,-r:~ ная зубчатая рейка (рис. 83), 

Рнс. 82. 

1;1рименяемая для нарезания зубча
тых колес, имеет размеры, кото
рые .выражаются через модуль. 

Прямая, делящая зуб рейки по
высоте ·пополам,· назьmается м о
д у льной прямой (МП). Для 
стандартной рейки f = 1; с=О,25; 
а0=20°. Огличительно'Й особен
ностью рейки является постоян
ство шага на любой · ее прямой. 

При нарезании зубьев зубчато
го колеса его делительная окруж-

11ость и МП инструментальной рейки могут иметь различное взаимное 
'Расположение. Смещение. МП относительно делительной окружности -
:абсолютный сдвиг обы~о выражается в долях модуля x=6m. 
Здесь ~ --,;:относительный сдвиг нарезающего инструмента (рис. 84). 

Возможны три случая относительного расположения МП и дели-
·тельной окружности. i · 

1. МП располагается на рас~тоянии от оси колеса, большем R11. 
{рис. 84, а), ~> О. Зубчатые колеса, изготовленные при этом усло
·вии, называются положительными. 

2. МП касается делительной окружности (рис. 84, б) s,=0. Зуб-
-чатые колеса-ну левые. ' · 

3. МП располагается на расстоянии от оси колеса, меньшем R1t 
~рис. 84, в), s <0. Зубчатые к0'леса - отрицательные. 
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Во всех случаях делительная окружность и прямая зубчатой 
реики, касательная к ней, перекатываются друг по другу без сколь-~ 
жения. Следовательно, -дел и тельная окр у жlн о с т ь является 
и а ч а.ль но й при изготовлении зубчат.ого колеса. ' 

нп 

Рис. 83. 

8 sац~ление можно вводить зубчатые колеса, изготовленные с 
разJ1Ичными сдвигами нарезающего инструмента. 

Рис. -84. 

' 
Возможны следующие сочетания: 
1. ,с= s1 + s2 >О ~ положительное зацемение. 
2. ~c=s1 +s2=0- нулевое зацепление. 
3. ;с= ~1 + 62 < О - отрицательное зацеп.пение. 

§ 19. Параметры зубчатого зацепления и зубчft,тых крлес, 
изготовленных со сдвигом нарезающего ииетрумента 

.... 
,. ' 

Толщина зуба колеса на делительной окружности. На МП тол

щина зуба равна лm • Эгой же величине будет, равна ·толщина зуба 2 . 
колеса на делительной окружности при отсутствии сдвига. 

При сдвиге нарезающего инструмента (рейки) на величJ{ну 6m 
толщина зуба у~еличивается на 2Л (рис. 85). Следовательно, 
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ад=--+2Л, 
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но л = ~т tg ао, поэтому 
п.т . 

ад=-+2~тtgао. 
2 

Рис. 85. 

(65) 

, 
В этом выражении, как и во всех последующих, , является ал-

гебраическим членом. При численных расчетах принимается соответ
ствующий знак. 

Рис. 86. 

Толщиqа · зуба колеса ак на окружности произвольного ра
диуса Rк. И~ рис. 86 имеем ~к+'Ук=~д+Vд, но 



Подставляя значения величин в исходное уравнение, после неслож
ных преобразований полу~им 

2R ( 
aJJ. +:. . ) 

ак = к -- . шv а0 - IПV ак , 
,2Rд . 

r 
где соsак=- (см. уравнение эвольвенты); 

Rк 
,-радиус основной окружности. 

Рис. 87. Рис. 8~.· 

(66) 

Радиусы окружностей выступов и впа.цин зубчатого колеса. 
Из рис. 87 имеем: 

Re=Rд+sm+fm; 

Ri=Rд_+sm- fm -ст. 

(67) 

(68) 

Угол зацепления и межцентровое расстояние ~ары зубчатых 
колес. Для беззазорного зубчатого зацепленц,, т. е.<когда зуб пер
вого колеса полностью вписывается во впадину' второго колеса 
(и наоборот), а1 +а2 · t8 (рис. 88), так как толщина зуба колеса по 
начальной окружности равна lIIИрине впадины· зуба зацепляющегося 
с ним зубчатого колеса. · 
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Используя ранее полученные выражения, имеем: 

a1 =2R1 (~+invao-in~.a); 
2Rд1 

a2=2R2 ( ад, +inv а0 - inv а}; 
. 2Rд, 



t _ 2nR1 .__,2nRs. R _ mz1 • . R _ mz1. 
и------, д.---, ,ц.---. 

%1 %2 2 2 

nm 
ад.= -

2
-+ 2~2~. tg а.о-

Подставляя значение величин в исходное выражение, после не
спожных преобразований получим: 

inva 2 (6i+bl tgao+invao. (69) 
z1 +za 

Межцентровое расстояние (см. рис. 88) L=01P0+0,f0= ' 1+'1 • 
. . , · cosa 

Обозначим через L0 межцентровое расстояние для случая <i=«o, 
когда начальные окружности совпадают с делительными 

тогда 

L. R. +R r1 +ra т ( + ) о= д д.=--=- Z1 Z2, 
. • са; а0 2 

_!::__-~ L-L cos ао и - о--. 
L0 cos а са; а 

§ 20. Относительное скольжение эвольвентных профилей 
зубьев 

(70) 

Боковые профили зубьев зубчатых колес представляют собой 
. взаим~огибаемые кривые,· т. е. передают ·движение от одного про-

Рис. 89. 

филя другому при качении и при скольжении друг по другу. · Вели
чина относительной скорости скольжения наряду с другими факто• 
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рами определяет потери мощн~ти на трени;е скольжения_ и износ 
.· зубчатого· зацеrtления. · 

Для оnенки качества зубчатого зацепления пользуются по н я
ти ем у делыtого скольжения (коэффициента у дель
но ro скольжения). 

Для нахождения у дельного скольжения рассмотрим пару зубчатых 
солес (рис. 89), зубья которых. в рассматриваемый момент времени 
коприкасаются в произвольной точке .к. Окружные скорости точки К, 

t, 
А o-a~r+т+т-11-т-t-r+-'i[F-I-Ч--4--1-~~ч-i-,-i.o-Q 

/ 
/ 

-оо 

Р.ис. 90. 

.. принадлежащей обоим про
' филям, v1 =ro1 (Oif() и v2:!::: 

=0>2 (02К). Проекции этих 
_скоростей. равны между со
бой в соответствии с ос
новным законом вацепле

вия, проекции же скоро

стей v~ и v~ на направле
ние касательной к rфофи
лям раЗJIИЧны (кроме точ
ЮI К, совпадающей с точ
кой Р0) 

~ =0>1Qi; .. ~=0>2Q2, 

где Q1 =А/( и Q2=BK - ра
диусы кривизны профилей 

·. зубьев. 
Скорость скольжения первого профиля по второму v1 _ 2 = v~ - ~. 

ско~ть скоJIЬжения второго профиля по . первому .. v2_ 1 = v~ - v1 . 
,' r, 

Обычно по~ьзуются понятием удельного скольжения А1 = ....!-=! и 
' J. 

"-2= V2- 1
• Подставляя значения скоростей, выраженные через fO И ~ 1 

t ' . . v
2 

r 

получим ·л1 • 1 ~ Q2ro2 и л2= 1 - ~1ro1 , н~ ~ · 1!... Тогда удель-
. Q1ro1 Q2ro2 . ro2 , i1 
ньiе скольжения на профилях зубьев колес · 1 и 2\ соответственно 
будут равны: · · 

(71) 

Графическая зависимость л1 и. л1 от полоокени.я точки контакта 
. зубьев на линии •зацепления показана на рис. 90. Максимальные 
значения удельных скольжений не -должны значительно отличаться 
друг от друга. Эго QСуществляется путем изменения положения 
практической линии зацепления_аЬ на ,:еоретич~кой АВ, что дости~ 
гается · соответствующим выбором относительных сдвигов , 1 и ~, , 
при изготовлении зубчатых колес. 
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§ 21·. Минимальное. число зубьев зубчатого колеса,· 
изготовленного без сдвига нарезающего инструмента 

В оqщем случае зацепления зубчатых. кол~с. одно кол~ будет 
меньше другого (рис. 91). Рассмотрим такой случай, когда крайняя 
т,9чка п~ктич~ой линии зацепления Ь совпадает с крайней точкой 
теоретической линиц зацепления В_. Если теперь дJJ.я ма,1д>rQ зу,бча-

Рис. 91. 

того колеса 2 · с числом зубьев z2 принять число зубьев меньшее, 
чем z2 , при всех прочих равных' условиях, то ось колеса сместится 

Р ... положение о;, а точка В в положение В', т. е. практическая ли
ния зацепления·, ограниченная точкой Ь, выйдет за пределы теоре
тическqй линии зацепления. Ранее было показано, что за· пределами 
теоретической .11Инии зацепление невозможно, так · как не удовлетво
ряется· основной зако11 зацепления. Следовательно, для рассматри
ваемого ·случая уменьшать число зубьев на колесе 2 нельзя, т. е. 
Z2 =Zшin, где Zmin - наименьшее число зубьев на ·зубчатом l{ОЛ~е. 
Найдем это· число. -

Из Л O1O2В (см. рис. 91) имеем: 

01В2=010~+.ОtВ2 - 2 (0102) (02В) cosa, (72) 
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во 
(73)' 

тогда 

(R1 + /m)1= (R1 + RJ1+ R~ cos1 а - 2 (R1 + R2) R2 cos1 а. (7 4) 

· Обозначая ..&..=i> 1 и учитывая, что R1 = mz2
, после делен~ 

· R1 · 2 
А .. .. ., R2 

лево и правои частеи последнего выражения на 2 получим; 

(i +.Ж.)
2 = (i+ 1 )1+cos1 а - i; (i + ly) cos' а. (~5) 

Z2 . 

Раскрывая скобки в правой части этого выражения, после не
сложных преоб~зований будем иметь:. 

откуд~ 

или 

(i +·Ж.)
1=i2+(2i+ l)sin1 а, 

%2 . 

2/ 

V t•+(2i+ l)sin•a-i 

_ 21 V i1 +(2i+l) sin1 a+i 1 

Z 1n- • 
m (2i+I) sin1 а' 

(76) 

(77) 

Если зацепление колеса 2 uроисходm- с зубча'I'Ой рейкой, то 
R1 =оо и i =оо. Тогда, разделив числитель и знаменатель послед

а tf 

Рис. 92. 

него выражения на i, полу-... . . ' 

чим: 

--, / '·. ( 2 1 
.·i 1fT+Тa)+t 

Zm1n=2/ .•·· l . 
( 2,,J--i-) sin1 а 

Подст~ив в :;)78) 
i = оо, ·будем Щ4.еТЬ: 

(78) 

~начение 

' 2f \ 
Zm1п=-.-. (79) 

s1n1 а 

Если f=l, a=20Q, ТО Zm1n=17. ·· 
В процессе изготовления зубчатого колеса ме'фдом огибания 

удаляется та часть материала колеса, которая мешает зацеплению, 
т. е. материал, сосредоточенный во впадинах зубьев зубчатых колес. 
Таки~ образом,. вырИ'Совывается зуб нормально~ формы (рис. 92, а). 

Еслц на зубчатом колесё принять число зубьев z <Zmi~, \ то уда
ляется еще дополнительная часть материала и зуб полr_чается под
резанным (рис. 92, б). Это нежелательно, так как зуб ослабляется. 
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Практически подрез мало ощутим при z > 14, поэтому можно при
н~ь .Zmin пр. 14 (пр. - практическое). 

§ 22. Минимальное число зубьев зубчатого колеq~, 
изготовленного со сд~нrом нарезающего инструмента-рей~н 

Для получения чщ:ла' зубьев на зубчатом колесе z < Zmin без под
реза необходимо осуществить положительный · сдвиг нарезающего 
-инструмента. Найдем со
отношение между числом 

зуб~в на зубчатом коле-
. се и сдвигом инструмен-
та. .:J 

. .Для ~убчатого коле-
са · с осью 01 и числом 
зубьев Z=Zmln ЛИНИ.s_I · ВЫ- а,4 
<:тупо в (рис. 93) инстру
ментальной рейки (за ли
нию выступов принимает-

-ел прямая,• ограничиваю-

.щая прямолирейную часть 
зуба рейки) проходит че
рез точку В1 - крайнюю 
'Точку линии зацепления.· 

. У зубчатого · колеса, 
ДЛЯ. КОТОРОГО Z < Zm1n, 
ось колеса займет поло
жение 02, а . крайняя. 
точка линии. зацепле

ния ---= положение В2 • Для 
·гого, чтобы цзбежать 
подреза, рейку. __ . следует
переместить на величи

ну ~ так, чтобы линия 
выступов рейки про шла Рис. 93 . 

. через точку в,. На оr-
резке 01Р0 показаны точки С1 .и С2 • Треугольники О1В1Р0 и О2В1Р0 
будут tюдобны как треугольники с взаимно-параллельными сторо
нами. Следовательно, · 

или 

б* 

О1Р0 С1Р0 --=--
О2Ро (!2_Ро 

mz 

2 

fm 
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откуда 

( . ~ ). 
Z=Zmin 1-_ / И ~=/ Zmiп-Z. 

Zmin 
(80) 

При таком относительном сдвиге подреза зубьев не будет. 

§ 23. Дуга зацепления. Коэффициент перекрытия 

Началом зацепления пары зубьев будет положение, когда эвt>ль
вента зуба зубчатого ко~еса попадает в точку а ~рис. 94). Заканчи-

Рис. 94. 

ваться зацепление будет при положении эвольвенты зуба, когда она 
попадет в точку Ь. СледовательнQ, на протяжении зацепления эволь
вента зуба по начальной окружнqсти переместится на vC1C2, которая 
называется дуг о й зацеплен и я. Длину дуги можно, выразить 
через практическую линию зацепления (1.Ь. Из рис. 94 имеем . 



откуда vC1C1 = vd1d2 , так· как!..!.... -cosa. Из свойств эвольt:Jентьr 
cos а Ri 

(нз ус.itовнй ее образования) vd1d2=ah, поэтому 
(81), 

Для оценки качества зубчатого зацепления пользуютсц понятием 
коэффициента перекрытия (коэффициента плавности) зубчатого за
цепления. К о э.ф фи ц иен т o-it: перекрыт и я называется отноше
ние дуги зацепления к шагу зацепления по начальной окружности. 
Следовательно, , 

vC1C2 аЬ 
8= -- или 8=--. (82) 

tн tн cosa 
Но 

rдe· t0=tн cos а - шаг по основной окружности. 
"При этом надо учитывать, что если 8= 1, то vC1C2=tн и в за-

цеплении все время находится одйа пара зубьев; е=2, то vC1C2= 
=2tн и в зацеплении все время находится две пары зубьев; е= 1,7,. 
то в зацеплении 70 % времени находится две пары зубьев и 30 % -
одн~ пара зубьев. 

Следует прiщимать коэффициент перекрытия е > 1, в противном: 
случае, когда одна пара зубьев выйдет из зацепления (в точке Ь),. 
друr.ая пара еще не войдет в зацепление, т. е. в зацеплении . будут· 
перерывы, чего: не следует допускать. Обь~чно в > 1, 1. Для повыше
ния работоспособности зубчатого зацепления необходимо увеличи
вать е. При увеличении 8 нагрузка между зубьями будет переда
. ваться одновременно двумя парами зубьев более длительное время. 

Коэффициент перекрытия обь~чно определяется аналитическим. 
путем. Выразим , практqческую линию зацепления через параметры 
зубчатого зацепл~ни.я. · 

Из чертежа (рис. 94) имеем: 
аЬ=АЬ+Ва - АВ, 

но 

Ав= -.Го в2 -О А2= 11 R2 -R2 cos2 а . . V 1 1 V е 1 1 , ' 

Ва=-. 10 а2 -0 В2= V R2 - R2 cos2a· V 2 2 г 1 2 , 

АВ = АР O + ВР 0 = R1 sin а+ R2 sin а= (R1 + R2) sin а, 
тогда 

аЬ= V~;
1 

- Rf_cos2a+ i/ R;, - R~cos2 a -~ (R1 +R2) sin а, 

g_:_ :V R;
1 

-:--,1~1 соs•ц+ V R;
1 
-R~ cos2 a-(R1 +R2) sin а 

tн cos а 

(83) 

(84} 
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§ 24. Конич~кое зубчатое зацепление 

Коническое зубчатое зацеплекие применяется при передаче· вра~ 
щательного движения между пересекающимися осями I и 11 (рис. 95). 

Для заданных yr ла б 'пересечения осей I и '11 и переда"очноrо 

<>тношения i1_ 2 ~ ~=const найдем аксоццы относительного дви-
• Юz . . • 

жения - поверхности, при перекатывании кdrорых друг по друrу осу-
о ществляется этот закон дви

жения.· 

Рис. 95. 

~ели всей системе ( см. 
рис. 95) придать обращенное 
движение с угловой ско
ростью ro1, то , угловая ско

рость в относительном дви-

жщии будет· равна П=ю1 +ro1 
( ro1 принимается с обратным · 
знаком). Эrим определится 
положение 4 мгновенной оси 
относительного движения 00. 
ГеометричесКйе места ли
ний 00, принадлежащие пер

вому и второму звеньям в относительном движении, образуют 
,соответственно две конические поверхности..- аксо-.ЦЫ относитель

ного движения; которые называются Jtачалышми конусами. 
Для определения этих конусов найдем уг Jlli б1 и ~. Одно уравне

ние будет ~1 + б2 = б. Для получения другого .:уравнеиuя возьмем на 
<>СИ 00 прОИЗВОЛЬНУЮ точку К, ЯВЛЯЮЩУЮСЯ общей 'ТОЧКОЙ двух на
чальных конусов. Окружная скорость этой ТOЧJQI vк ~:~KL1 = ro2KL2, 

.но /(.L2=OKsinб,.·и KL1=OKsinб1, тогда .. ·;_ ·i . 
. , 

ок • .А. ок • .А. sin б2 >m1 , . ro1 SIП v1 = Ю2 SIП v2 И -.-'= -·-.. = f14; 
SIП б1 6¼ '· 

(85) 

Решая совместно уравнения, получим: 

sin (б- ~1 ) 

sin б1 

sin б cos б1 - cos б sin ~1 -

sin б1 
si~ с{ . • (Вб) ----: - cos v, 
tg~l: \ 

откуда \ 

sinб ·(87) 

(88) 

Установим, на какой поверхности будут ~сполагаться профили 
зубьев конических зубчатых колес. Точки профиля первого .ко.леса, 
перемещаясь в процессе зацепления, контактируют с точками про
филя второго зубчатого колеса. Контакт этих точек возможен, если 

1 
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они будут находиrься на одном и том же расстоянии ~от точки·О
цересечения осей I и II. _ Следовательно, поверхность, на которой 
располагаются профили зубьев, будет геометрическим местом точек, 
равноудаленных от точкц О в пространстве, т. е. сферой с центром 
в точке О. 

Рис. 96. 

Таким образом, для построения конического зубчатого з1щепле
ния следует, аналогично ·предыдущему, проделать все постр~ниm 
на сферической поверхности. Рассматривая коническое зубчатое за-
цепление на сферах с , непрерывно уменьша1рщимся радиусом, полу-
чаем конические зу9чатые колеса с зубьями, располагающимися вдоль, 
образующих начальных конусов (рис. 96, .а, б). Коническое зубча-
тое зацепление можно построить на сферической поверхности. Однако,. 
в . целях упрощения данной задачи: и использования ранее получен--
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11ых · результатов для зубчатого эацепления на плоскости. обычно 
коническое зубчатое·зацепление приводят к плоскому. Так как сфера 
на плоскость не развертывается, . можно ~менять с н~которым при
ближением часть сферической поверхности, на которой располагается 
коническое зацепление, поверхностями дополнительных конусов с 

.вершинами 01 и' 0 2 • Раз~.ертывая эти дополнительные конусы на 

0 плоскость, получаем два 

1, 

Рис. 97. 

сектора и зацепление на 

_ плоскости (рис. 97). На 
vl1l2 и vn.in2 располаrа
ются зубья ко~ических 
колес, числа которых со

ответственно будут z1 и z2 • 

п, Во все ранее получен-
ные выражения зубчатого 
зацепления на плоскости 

входят числа зубьев, 
располагающихся на всей 
_окружности колес. Обо
значим через z; и z; 
числа зубьев на полных 
окружностях разверток. 

Эти числа носят назва-

-ние п р и веде н н ы х (или ф и кт и в н ы х) ч и с е л з ~ б ь ев. Най
_дем их значение. 

Из рис. 97 имеем: 

2:tR1=Zi/ (89) 
.и 

2,щ1 =z;t, (90) 

откуда 

21tR1 Z1t --=-,- (91) 
21tQ1 z1t 

:или 

Ri Z1 · -=-,, (92) 
Q1 Z1· 

но· 

R1 . б -=COS 1 , (93) 
Q1 

rпоэтому 

, Z1 . (94) Z1=-.-., 
COS~1 

;.аналогично 
, Z2 (95) Z2=--. 

cos ~2 
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Таким "обра·зом, используя числа зубьев Z1 И z;, можно приме
нить для конического .зубчатого зацепления все по·лученные ранее 
выражения для зацепления на плоскости. 

§ 25. Косозубые и шевронные зубчатые колеса 

Образование боковых поверхностей зубьев цилиндрических пря
мозубых зубчатых колес с параллельными осями происходит при 
качении без, скольжения по основному цили!!дРУ касательной плос
кости Т с прямой АВ, параллельной его оси. Каждая точка этой 
прямой будет описывать эвольвенту. Геометрическим местом эволь-· 

' 

Рис. 98. 

вент будет боковая поверхность зуба прямозубого зубчатого колеса,. 
~убья которого располагаются вдQль образуiоЩей основного цилинд-·. 
ра (рис. 98, а). . . 

Если же в плоскости Т, касательной к основному цилиндру, 
расположить прямую А1В1 (рис. 98, б) под некоторы!')J углом к его 
оси, то при качении этой плоскости по цилиндру точки прямой 
А1В1 будут также описывать эвольвенты, но уже смещенные. Гео
метриче(;ким местом этих эвольвент будет боковая поверхность зуба, 
располагающегося по винтовой линии. Пару · зубчатых колес, нахо-. 
дящихся в зацеплении с параллельными осями и. такими зубьями, 
принято называть косозубой. У такой пары зубья в различных 
плоскостях, перпендикулярных осям колес, будут находится в раз
ной фазе зацепления. · 

Предположим, что у зубчатого колеса . (рис. 99,. а) в плоскости· 
1 профи.hь зуба входит в зацепл..ение. Тогда для того чтобы профиль. 
зуба в плоскости II попал в зацепление, ему нужно пройти допол
нительную дугу зацепления Sд. Поэтому коэффици~нт перекрытия 

s 
пары косозубых колес ек=в+_.!!..,. где в-:- коэффициент перекрытия 

. ' t 
прямозубого зацепления (в плоскости 1), определяемый по ран~ по-. ь 

л.ученному выражению. Так как Sд=Ь tg б, то ек=в+- tg б. Угол . t 
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6 -угол наклона винтовой линии·.· зуба. У,величение коэффициента · 
перекрытия приводит . к повышению плавности работы зубчатого" за
цепления и его работоспособносm·. Обычно. {)=8 + Щ0, т. е. сравни
тельнQ мал. Эrо объясняется тЬ!, что при увеличении угла б для. 
данного окружного усилия .Р осевая составляющая Р O I,Jормального 
: усилия Р п, передаваемого .· зубом колеса, также ·. увеличивается 
(рис. 99, б) и д~я больших углов /а требуется специальное устрой
С'fВО, воспринимающее это усилие, что усложняет конструкцию ме

ханизма. 

Рис. 99. 

Для того чтобы более полно использовать д~оинства косозу
бых ·колес, ·применяются шевронные зубчат~е кол~ (рис. 99, в), в 
которых осевые усилия Р O взаимно уравновешива~аrся. 

В этом случае б ~ 30°. Дальнейшее увеличе~ угла а нецеле
сообразно, так как при данном окружном усилии· Р большое зна
чение принимает нормальная сила Р п• что ·'-при в~ прqчих равных( 
условиях снижает ·работоспособность зубчаtоrо ~пл~иия. ) 

§ ~6. 1'очечное зубчатое зацепление М. Л. · Новикова 

:Работоспособность зубчатого зацепления· .. в значительной степени 
определяется контактными напряжениями, к9торы~ рассчитываются 

по выражениям, полученным на основании формулы Герца-Беляева 

. <Jk=0,418" f РпЕ (-1 +2...) , V ь t• Qs 

где Р п -, передаваемое нормальное усилие; . 
Е :...,.. моду ль упругости материала зубьев; 
Ь - проtяженность контактной линии зубьев; 

Qi,. Qs - радиусы кривизны профилей, зубьев в ме_сте контакта. 

ю 



Из этого выражения видно, что при всех прочих равных уело-
. 1 1 

виях к<Лiтактн~е напряжения-зависят от величины·-+- - при-
. Q1 Q1 

веденной кривизны соприкасающихся поверхностей. 
В 1955 г. М. Л. НовикQВ предложил новое зубчатое зацепле

ние, у которого приведенная кривизна значительно меньше, чем у 

других· существующих видрв зубчатого зацепления. 

Рис., 100. 

Построение :эjroro зацепления показано на рис. 100, а. Вначале
проводится линия центров 0102 , затем радиусами R1 и R2 - началь
ны.е окружности, сопрuкасающиеся в точке Р0 • Через эту точку .к 
начальным окружностям проводится касательная прямая t - t и ·под 
углом as- прямая NN. 1 ·( 

На линии NN на :расстоянии l dт точки Р0 будет располагать
ся точка К- точка контакта зубьев. Радиусами r1 и r2 очерчива
ются круговые профили зубьев, , которые ограничиваются с одной 
стороны окружностями выступов с радиусами Re

1 
и Re., а с дру

гой. - окружностями впадин с радиусами Rt
1 

и Ri.. Откладывая. 
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щаг t по началь~ым окружностям и то.пщины зубьев S1 и S2, стро
им. симметричные профили. В результате построения зубья· имеют 
выпуклые и вогнутые профили. Выпуклые зубья обычно принима
ются для малого -~убчатого колеса,· вогнутые - для большого. Па
;раметры этого зубчатого зацепления не установлены ГОСТом. 

Можно принять следующие соотношения: 

(97) 

Re1 =-R1+1,15ms; R11 =R1 -0,35ms; Re1 =R2; (98) 
. ' 
R11 =R2 - 1,Зтs; ts=mns; (99) 

l=(l,25 + 1,35)ms; S1 =(1,3 + 1,Б)S2 ; а5 =20° + 30°. (100) 

Здесь ms - моду ль зацепления в торцевом сечении. 
Контакт зубьев происходит в точке К_. При дальнейшем дви

·жении зубьев они WL«e не 9удут контактировать, . так как основной 
закон зацечления будет удовлетворяться только в точке К. Поэто
му в торцевом сечении (в плоскости чертежа) контакт зубьев в 
процессе движения будет мгновенным, а линия зацепления в этой 
плоскости обращается в точку (точка К). Следовательно, в торце
вом сечении коэффициент перекрытия равен нулю. Для того чтобы 
-зацепление было непрерывным, необходимо иметь коэффициент 
перекрытия больше единицы. Это возможно при условии, если 

ь 
.зубчатые колеса будут косозубыми, ·у которых ~=е+- tg б. 

ts 
Следовательно, боковые поверхности зубьев будут винтокруго-

выми. I ' 

Угол <'>= 12° + 20°, поэтому толщина зубчатых колес Ь прини
·мается из соотношения 

(101): 

Линия зацепления такой пары колес проходит параллельно 
осям колес через точку К. Так как материал зубьев в месте кон
·такта упруго деформируется, то фактически контакт зубьев будет 
происходить по площадке, т. е. будет не точка, а пятно контакта. 

Работоспособность точечного зубчатого зацепления при всех 
·прочих равных условиях выше, чем эвольвентного зацепления в 
1,5+2,5 раза. В таких колесах основной закон зацепления удов
.летворяется в ~дной точке, поэтому Zmin определяется из условий, 
-отличающихся от условий эвольвентного зацепления. Зд.есь можно 
. в случа·е необходимости принять на. малом .колесе до одного зуба. 

В настоящее время получает распространение дозаполюсное то
\чечное зацепление, имеющее выпукло-вогнутые зубья (рис. 100, б). 



. Глава V. КУЛАЧКОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

Механизмы, в сост.ав которых входят кинематические пары, пере
дающие движение при помощи взаимоогибаемых кривых (или поверх
ностей), называются ку ла ч к•ы ми мех ан из ма ми. Они поз
воляют получить любой, за редким исключением, необходимый закон 
дв~жения ведомого звена. Кулачко
вые механизмы широко применя

ются в станках, двигателях вну

треtiнего сгорания, металлургиче

ских машинах, машинах пищевой, 
легкой промышленности и многих 
других машинах. 

В кулачковых механизмах 
(рис. 1 О 1) различают ведомое· зве
но · 2, профиль которого обычно 
задается ( огибаемая кривая) и ве
дущее звено 1, профиль которого. 
строится (огибающая кривая) для 
осуществления заданного закона 

движения. Последнее звено назы
вается к ул а ч к ом. 

Рис. 101. 

Задача синтеза кулачкового механизма. заключаете~ в построении 
профиля ку лачка, обеспечивающего З{iданный закон движения ведо-
мого звена.· . 

В кулачковом· меха~изме ведущее звено может иметь вращатель
ное или поступа~ное движение, а ведомое звено - поступательное, 

вращательное или сложное движение. 

При синтезе к,улачкового механизма необходимо задать: 
а) форму огибаемой кривой - профиль ведомого звена; 
б) зщюн движения ведущего звена; 
в) закон движения ведомого звена, для осуществления которого 

строится кулачковый механизм; • 
г) дополнительные условия (рабочий угол кулачка, начальное 

взаимное располQжение ведущего и ведомого звеньев). 
Рассмотрим несколько подробнее условия, при которых осуще

·Ствляется синтез кулачкового механизма. 

Форма огибаемой кривой может представлять собой точку 
{рис. 102, а}, __ прямую (рис. 102, б) или кривую - окружность, 
эвольвенту и т. п. (рис. 102, в). Огибаемая кривая в виде точки 
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практ~чески · не может быть использована, так как точка - острие 
ведомого звена - не может передавать каких-либо даже самых. 
незначительных усилий. Поэтому кулачковый механизм, имеющий 
огибаемую тqчку, возможен только теоретич~ски, а профиль кула~
ка - огибающая кривая - в этом случае представляет собой теоре
тический профиль. 

Для очертания Профиля ВеДОМОГО звена МОЖНО ИСПО,ilЬЗОваТЬ. 
прямую линию, однако следует .иметь в виду, что в этом случае 

профиль кулачка не может быть вогнутым. Поэтому далеко не вся
кий. заданный закон движения ведомого· звена может быть осуще-

Q " 6 ---

Рис. 102. 

ствлен. Наибольшее pacdpo-· 
странен.не имеет криволиней
ный профиль и, особенно 
окружность. Эго объясняет
ся, с одной стороны, nро
стотой изготовления цилин
дрического круглого роли

ка, а с другой, -:- отсутст.:. 
вием скольжения ролика по 

профилю кулачка, что при
водит к уменьшению износа 

профиля кулачка и повы
шению к. п. д. механиз-

ма. 

Закон движеJIИЯ ведущего · звена обычно задается в виде yr ловой . 
или линейной скорости, постоянной по величине. Однщю не исклю-
чщю, что ск;орость ведущего звена может/ быть и п,еременной. 

Закон движения ведомого звена принимается lil зависимости от· 
назначения кулачкового механизма. Эrот ~акон ~щет быть задан 
в виде перемещения, скорости или ускорения· в функции перемеще
ния ведущего звена или · времени. Независимо от того, в каком , 
виде задан закон движения ведомого звена, его следует представитi 
JЗО всех трех возможных видах. Эrо объясняет~я тем, что даже 

. самый простой закон движения, заданньfй в вид~ перемещения в. 
функции времени, по условиям ускорения либо · нецелесообразен,., 
либо вообще не может быть осуществлен. Закон; же движения,. 
заданный в виде ускорения или скорости в функции времени, необ-. 
ходимо представить ·в виде перемещения в функц1:1и времени, так: 
как построение профиля ку лачка производится с -использованием 
этого вида зависимости. 

Рассмотрим некоторые из возможных законов движения ведомого. 
звена. На рис. 103, а перемеще}Jие выражается прямолинейными 
;3ависимостями от времени. Дифференцируя дважды, получаем гра-

. фики скоростей и ускорений. В трех точках график~ ускорение 
равно бесконечности. Динамическое усилие/ в этом слу9ае также 
равно бесконечности, т. е. имеет место жесn,шй удар. Осуществить. 
такой закон движения нельзя. 
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На рис. 103~ б график перемещения описывается параболами 
второй степени. Эго приводит к графику ускорений в виде ступен
чатой JIИнии, где ускорение меняется . мrновrнно, но на конечную 
величину. ДинамичесКQЯ нагрузка имеет конечную величину, но 
ударный характер, т. е. нежесткий удар. · 

График рис; 103, в представляет собой синусоиду,· поэтому и 
график уGкорений также будет изображаться синусоидой, т. е. ди
намическое усилие меняется плавно, механизм не испытывает ударов. 

Стiедовательно, б9лее предпочтителен последний закон, так как при 

а о 6 

t• 

' -оо 

Рис. 103. 

всех прочих равных условиях он позволяет получить более рабс>т<r 
способный механизм. 

§ 27. Кинематический синтез кулачковых механизмов 

Рассмотрим построение профиля. кулачка по кинематическим 
условиям для некоторых видов кулачковых механизмов. 

1 .. Дано: кулачок движется поступательно с постоянной скоро
етью v по плоскости 1 (рис. 104, б}; . ведомое ~вено 2 движется 
поступательно; начальное положение ведомого звена определяется 

положением точки А0; форма огибаемой кривой. 2 - окружность; 
закон движения ведомого звена представлен графической зависи
мостью (рис. 104, а). 

Для построения профиля кулачка время движения ведомого 
звена разбиваем на ряд равных отрезков (в рассматриваемом случае· 
иа 8) и устанавливаем ординаты графика Ь1 , Ь2 , Ь8 , • ~ •• Всему 
кулачковому1 механизму придаем обращенное движеJ{ие со скоростью, 
равной v и направлен1Юй в противоположную сторону. При эrом 
ведущее звено 4 остановится, а ведо:r,1ое звено будет перем~щаться 
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со скоростью v по плоскости 1 . и вдоль направляющей в соответ-
. ствие с заданным законом движ~ния (рис. 104, а). При движении 
по плоскости 1 за равные промежутки времени звено 8 будет пере-
мещаться на равные отрезки пути а.:_ (01) k/C!. По истечении каж
дого промежутка времени звено 3 будет перемещаться вдоль направ-

d' 

3 

z 

. ляющей на отрезки А~ А1 = · i1 =b1ks, A;A2=b2ks и т. д. 
1 

Это определяет положение 
точек А1 , А2 , • • • в обра
щенном движении. ~ди
няя · эти точки плавноii" кри

t, kt вой, получим" теоретич~ский 
0-...:::1-.-.':.&.--.....J..J___.'+_5..,_5....___-8____ профиль кулачка 1-. По-

Оа ia ZaJ 8 
строив в каждом поло:щении 

ведомого звена огибаемую 
(окружность), строим оги
бающую· 11 (практический 
профиль кулачка). Для точ
.ности построения профилей 
отрезки времени принимают

ся мапыми. · 

11 11 11 11 

1/, 

Рис. 104. 

2. Дано: кулачок вра
щается· с постоянной угла
вой-- скоростью ro вокруг 
оси О; ведомое звено / 
(рис. 105, б) движется по
ступательно вдоль направ

ляющей в-: соответствии с 
заданным законом движения . 

(рис. 105, а); начальное положение ведомого звена определяется; 
положением точки А0; форма огибаемой кривой д - окружность; 
дополнительное условие - рабочий угол кулачка <рр = 360°. 

Для построения профиля кулачка время движения ведомого 
звена разбиваем на равные участки и определяем ординаты Ь1 , 
Ь2 , ••• , соответствующие перемещениям ведомого звена в каждый 
момент времени. Затем всему кулачковому механизму. даем обращен
ное движение с угловой ~коростью-ffi. В этом движении кулачок 
будет неподвижным, а ведомое звено 1 вместе с направляющей на 
протяжении угла · <рр = 360~ будет последовательно занимать поло
жения ·о, -1, 2, находящиеся на равных расстояниях. Точка А будет 
занимать ~оложения А0, А~, А;, . . .. Так как ведомое звено 1 пе-
ремещается вдоль направляющей, точка А в обращенном движении 
займет положения А1 , А2 , А8, ••• , которые определяются из усло-
вия А;А1 =b1ks; J;A2=b2ks; л;A8=b8ks; . . •. . 

Соединяя плавной кривой точки А0, А1 , А2 , ••• , долучаем теоре
тически~ профиль ·кулачка 1. Построив для точек А0, A1 r Az, ... 
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t,гибаемую ;...._ окружность, проводим огибающую 11 - практический 
профиль ку лачка. 

а s 
ks 

tf 

Рис. 105. 

3. Дацо: кулачок вращается с постоянной угловой скоростью 
вокруг оси О; ведомое звено 1 (рис. 106, б) качается вокруг оси. В0 
в соответствии с заданным законом движения (рис. 106, а); форма 
огибаемой кривой - окружность радиуса r; начальнqе положение 
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ведомого звена J определяется углом q,0 и дJIИной звена АВ; до
полнительное условие - рабочий угол ку лачка q,p = 180°. 

а " k, 

\ 

о 2 б 8 

Рис.- 106. 

Для _построения профиля кулачка время движения в~домоrо 
звена · разбиваем · на ряд iравных отрезков и находим ординаты Ь1 , 
Ь2, ••• -(рис. 106, а), определяющие угловое перемещение звена АВ. 
Всему кулачковому механизму придаем обращенное движение с уг
ловой скоростью-rо. В этом обращенном движении ось вращения В 
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на протяжении yr ла q, р= 180° будет последовательно занимать поло
жения В0, В1 , В2 , ••• , находящиеся на равных расстояниях. Поло
жение звена АВ будет определяться углами q,0; q,0+q,1 ; q,0+q,2; ••• , 

а о 

н 

______ 2_J(_Zcp'------

Рис. 107. 

где q,1 =Ь1kФ; q,2=b2k(fJ; Соединив плавной кривой точки А0 , 
А1 , А2, ••• , получим теоретический профиль кулачка 1. Строим 
огибающую 11 - практический профиль ку лачка. 

а о 

Рис. 108. 

Профилирование кулачков пространственных кулачковых меха
низмов с цилиндрическим· (рис. 107, а) и 1<оническим барабанами 
(рис. 108, а) осуществляется с достаточной для практики точностью 
после развертки «средних» поверхностей §арабанов на , плоскость. 
В этом случае построение производится так же, как и для плоских 
кулачковых механизмов при поступательном (рис. 107, б) и враща
тельном движени~ кулачка (рис. 108, б). 
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При- построении практического -пррфиля кулачка бм},)шое значе
ние имеет правильное ~азначение радиуса · огибаемой окружности
ролика. · Если радиус ролика ,r1 : (рис. 109) принять равным Qmin 

(минимальному радиусу кривизны тео- . 
~Н ( ретическоrо профиля 1), то прак-
1 ~ тический профиль 2 в этом случае 

будет иметь рад,иус кривизны, рав
ный· нул~q, т. е. острие. Такой про
филь не будет работоспособным. 
Если же принять радиус ролика 
Г2>Qmin·, ТО ПраКТИl\есКИЙ профиль· 3· 
будет иметь самопересечение. В этом 
случае не будет обеспечиваться за
данный закон двцжения · толкателя. 
Поэтому необходимо·· соблюдать усло
вие r < Qmin· Для практических цел.ей 
обычно прйнимают r~0,8 Qmin· Со
отношение же между радиусами кри

визны пракi'J:lч,еского профиля и ра
диусом ролика ,принимается поt- · 
ле проведения .расчетов на ~роч-

~ис. 109. ность. '-

§ 28. Дина·мический синтез кулачковых механизмов 

При с-омании кулачкового механизм? СТР,емле~ие получить ми
нимальные ~го габариты может· привести к низкому к. п. д., а иногда 
и вообще к невозможности передать движение от кудачк~ к ведомому 
~вену вследствие его заклинивания. Это объясняется тем, что при 
вращательном движении кулачка 1 (рис. 1-.10) СИJIЗ его давления 
Р 1 _ 2 на ведомое звено 2 направлена по нормали "N N к взаимно
огибаемым кривЬ1м. Движуще~ же силой: для звена 2 является 

п \ t ,• 
составляющац· Р1-2, а другая составляющая Р1-2 .будет создавать 
в направляющих реакщtи R1 и R2 и силы трениSJ F1 и F2 • Если 

п . ... \ :, 
Р2 + F1 + F2 >P1:._2 то будет происходить заклинивание звена 2. 
Р2-полезная нагрузка на звено 2. При отсутствии заклинивания, 
но при больших относительных значениях сил F1 и F2 к. п. д. ку
лачковогр механизма будет мал. 6се это зависит от J'Гла л, который 
для исключения возможности· заклинивания ,и получения достаточно 
~ысокого к. п. д. кулачкового механизма принимае~я Лmах ~ 30°. 
У гол· л -уrол . между общей нормалью к профилям и скоростью 
движения · Ъедомого звен,ii называется у гл ом д а в л е н и я; Мак
симальная велцчина этогg угла лmах в кулачковом механизме бу ,ll.eт 
зависеть от JЗэаимного расположения ведомого звена и центра вра- · 
щения кулачка. 
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Расс"отрим, каким образом следует расположить центр .враще
ния кулачка~ чтобы в течение цикла угол давления не пре~одил 
заданного максимального значения Amax· . · 
· Мгновенный центр относительного вращения Р0 (см. рис. 110) 

находится на общей нор~и к взаимноогибаемым кривым и_ опре-
деляется · отрезком ОР ~= · 

V ~ 
=- где о-скорость 

Ю1 

движения толкателя, а roi - . 
угловая скорость кулачка. 

По истечении некоторого 
промежутка времени кула
чок повернется по отно

шению к толкате,rпо, точ

ка Ао которого переместится 
в положение А' и займет· 
новое место, а угол давле

ния будет уже л'. Мгновен
ный же центр относитель
ного вращения расположит-
ся в точке Р~, причем 

, v' 
ОРо= - , где v' - ско-

ю1 

рость толкателя в новом 

положении. Если теперь от 
точки Ао отложить отрезок 
АоС=ОР0, соединить точ- · 
ку с с точкой о и из 
точки С провести прямую N 

11 направлению движе1Jия 
толкателя" то при верIIП1не С 
эти прямые· образуют угол л. 
Если же от точки А' отло-

н' 

Рис. 110. 

жить отрезок А'С' = ОР~, то после аналогичных построений полу
чаем угол л'. 

Пусть дан закон возвратно-поступательного движения ведомого 
звена в форме. перемещения в функции yr ла поворота ведущего 
звена (рис. 111), угловая скорость ведущего звена ro1 и угол "-~х· 
Необходимо найти положение оси вращения кулачка, с тем, чтооьi 
в процессе движения ·соблюдалось условие л~ Лmах· · 

. . . V • • .. 
Ранее· было ОР0=-· -, но V=-, следовательно, ОР0 =--··-== 

. Ю1 · dt Ю1dt . . . , 
=-,· т. е. положение мгновенного центра в относнтельном.J дви-

d<р1 . . 
женин определяется величиной производной перемещения топкцтелЯ' 
по yrJfy ло~рота кулачка. Положение оси вращения кулачка нахо. 
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.цим, приняв обратный порядок построения, приведенного на рис. 11 О. 
На прямую, вдопь которой перемещается ведо'91ое звено (см. рис. 111), 
наносим ординаты его перемещения 

I 
и таким. образом определяем 

положение точюi А. Дифферешwруя график s · f (ср1), по.лучаем 
. . . ' 

график -= /1 (<i>i). Эrот график при постоянной скорости враще-
.dч>~ ·. 

ния кулачка представляет собой график скорости ведомоrо звена 

·а о . 
. ,tJ 

.5 

J 4 

as ~ dJ ·!tM 
а~ av 
lfv 

1 

', 1 

JJ 'i 

Рве. 111. 
· :·~ k ds 

В каждом положении точки А находим отрезок ACtOP0= Ь1 :Фs, 
. . • :,.. ;.!,' s 

где Ь1 - ордината графика функции - . . 
dq,1 ;,. _,; 

Оrкладываем эти отрезки в направлениях J_ дВЩl(еНию ведомого 
звена вправо _:_ при движении ведомого звена в~х и влево -
при движении вниз. При каждой точке С можно<построить углы 
Ашах д.ля нахождения центра вращения кулачка, "$о в этом нет 
особой надобности. ·достаточно угол Amax построИТJ,.'nри точках С, 
наиболее удаленных от нщ~равляющей (в· ра,ссмат~емом · случае 
при точках С1 и С8). На прямых· аа и рр будет расцопагаться центр 
О вращения кулачка, с.ледовательно, он находится на их ·пересече
Н'ИИ. Масштаб построения принят ks. Ее.ли задано допо.лнитеJIЬное 
ус.ловие, что центр вращения · ку.цачка смещен от направляющей 
ведомого звена на ве.личину l, то, проводя прямую пп tl направляю
щей, -получим центр вращения ку.лачка О': При этом це~тры О и 
О' будут максимально приб.лижены к ведомому звену. ,Ку.лачковый 
механи~м получается наименьших габаритов при всех прочих равных 
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условиях. При необходимости центры· О и О' можно располагать 
во всей запприхованной области (см. рис. 111), собтодая при этом. 
условие, что центр О' будет находиться все время на прямой пп. 
Угол же "- при этих · условиях будет меньше "-шах, что улучшит 
условия работы кула~кового механизма. Следовательно, ecJIИ нет 
особой необходимости в l 
маJIЫХ rабаритах · кулач- _ . • . s 
кового :механизма, то их Е, 
можно несколько увели

чить, уменьшая угол А 
и повышая работоспособ-
ность и к. п. д! меха- -.. 
низма. 

Для кулачкового ме
ханизма, у которого ве

домое звено имеет вра
щательное движение 

(рис. 112) элементар
ное перемещение ds= 
=(02A)dq>2, где dq,2-
·~лементарный угол пово~ · 
рота ведомого.· звена. 

. ' ds 
ТогдаотрезокАС=- = 

dq,1 
d ' . 

=OsA_.!!. • СледоватеJJЬ
d<J'~. 

но, им~я гр~ическую 
зависимость m1.1r1::/ (т..) - р 112 Т Tl. ИС. • 
угла поворота ведомого 

звена в функции угла поворота ведущего звена, после дифференциро
вания этого rp1).· фика в· каждом положении ведомого .звена находим 
оrрезок АС. ,Jlостроив. эти отрезки, при точках С строим 
углы Ашах· Положение ·· центра вращения кулачка 01 ~ринимается 
в одной из точек о;, .о;, ... / наиболее удаленной от точки .\. 
Эго позволит J;tЫДержа'rЪ условие л<"-mах ДJIЯ всего цикла движе
ния кулачковою механизма. В случае необходимости центр вращеншr 
кулачка 01 можно принять в тобой точке заштрихованной области.. 
В этом случае всегда .л<лшах· . 

При nостРi'>:ении о~зка АС (для . каждого положения ведомоrо· 
звена) его следует оТJЦiадывать к центру 02, если направление вра
щений кулаЧКfi и ~омого 1~вена_ совпадают, и от центра, еса 
вращение ·прQВсходит в разные сторо)lы. . 



Глава VI. СИЛО.ВОЙ РАСЧЕfМЕХАНИЗМОВ 

Задачей силового расчета является определение сил, действую
щих на звенья, и сил взаимодействия звеньев. Дmr решения этой 
задачи применяется :кинетостатический метод, опирающийся на прин
цип Даламбера. Согласно этому принципу к звеньям механизма, 
наряду с активными силами, · прикладываются силы инерции· и из 
условия равновесия этих сил при помощи уравнений: статики 
отыскиваются неизвестные силы взаимодействия звеньев механизма -
давления в кинематических парах. · , · 

§ 29. СиJ1Ь1:инерции в плоских мехаliизмах 

В зависимости от характера движения звена силы инерции могут 
быть следущщими. . , 

1. Звена' движется поступательно (рис. 113, а). Сила инерции Р и 
прикладывается к центру тяж~сти звена и направляется в рбраrную 

а 
· сторону ускорени~ ·центра 

L • 

Рис~ 113. , 

тяжести звена Ws 1 

где т - масса звена. 

2. Звено ·вращается во
круг оси О, проходящей 
через центр tяжести звена s 
(рис. 113, б). Момент пар~1 
сил инерциQ·Ми ·приклады
вается. к 'ЗDеНу и напра
вляется в обратную сторо
ну углового; ускорения зве

на г 

Ми=·-Jsв, 

где / s - мQМент инерции 
. массы звена :· относительно 

Q--4 ... его це1:1тра тяжести. 

через центр тяжести звена s (рис. 
3. Звено· ·вращается во

круг оси О, не. проходящей 
1_13, в). Сипа инерции и момент 

пары СНJ1 инерции \ 
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, 4 ... Звено \находитсщ в сJJожно:м моском движении, которое 
можно представить в виде суммы дцух. движений: поступательного 
совместно с _центром тяжести при ускорении Ws и . вращательного 
вокруг .-центра тяжести при угловом ускорении е (рис. 113,. г). 
Сила инерции и момент пары сил инерции определяются так же; 
как в пj)едыдущем случае. · · 

. Следует иметь в виду условность прИJiожения сил инерции и 
моментов пар cИJI инерции к· звеньям. Фактически силы. инерции и 
_моменты будут приложены к· связям, т. е. к тем звеньям, которые 
создают ускорение рассматриваемых звеньев. · · 

§ 30. Учет сил инерции метоJ(ом замещающих масс 

В некоторых случаях при решении задач, связанных с силовым 
расчетом механизмов, удобно поJIЬзоваться тоJIЬко силами инерции. 
Прн этом вместо приведения всех сил . инерции к силе и паре можно 
получить '5ОJIЬКО одни сиJIЫ инерции масс, сосредоточенные в неко

торых выбранных точках. · , , \ 
Распределенную массу плоского звена обозначим через · т, мо

мент инерции массы звена относительно центра тяжести - через / s. 
Требуется . данную систему с распределенной массой заменить систе
мой масс, сосредоточенных в нескоJIЬких (п) замещающих точках. 

Условия эквивалентности систем будут следующими: 
а) сумма :м;асс, сосред.оточенных ~ замещающих точках, равна 

массе звена, т. е. 

где т1 - масса, сосредоточенная в i-й замещающей точке; 
б) общий центр тяжести масс, сосредоточеннь1х в замещающих .. . 

точках, совпадает с центром тяжести звена, т. е. 

п п 

~ m1x1=0. и ~ т1у1=0, 
1 1 

где х1 и Yt ~ .координаты, определяющие положерия замещающих 
точек в,пря~оуrоJIЬной системе координат с началом, совпадающим 
с це1tтром тяжести; . , 

в) общий момент инерции замещающих масс относительно . оси, 
проходящей через центр тяжести, равен моменту инерции массы 
звена относитепьно . этой же оси, т. е. · · I . 

п ( 2 2) ~т, Х1 +Yl =ls. 
1 
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Таким образом, в самом общем случаi имеется 4 уравнения для 
отыскания неизвестных. Поэтому, если I число неизвестных будет 
бопьше, чем 4, то некоторыми из них следует задаться. 

8 ·качестве примера рассмотрим плоское звено АВ (рис. 114), 
у которого МЗfСа т равномерно ·распределена по его ДJIИНе. Момент 
инерции массы звена относительно центра тяжести ls, длина звена l, 
отрезки а и Ь определяют положеШ1е центра тяжести звена S. 
В качестве замещающих точек примем точки А, В и S. Определим 

массы тА., тв и ms, сосредоточен-
А 

1 
!s rв ные в замещающих точках .. Из п~р-

а 1, воrо .. условия . 
~
_ . ...,._____,.. ~: 

t mA+mв+ms=m, 

Рис. 114 . второго 

. третьего 

Решая эти уравнения, получим 

, Is ls 
mA = ;j°; тв =bl; ms = m-(mA +тв). 

Таким образом, получена эквивалентная система, в которой мас
сы сосредоточены в трех точках. Силы инерции для · этой системы 
будут прикладываться в rочках А, В и S. Величина этих сил, как 
и обычно, будет определяться произведением ускореilИЙ этих точек 
на соответствующие массы. 

§ 31 ~ Условия 'статической определимости ILIOCкoй 
кинематической цепи · 

Прикладывая к звеньцм активные силы и силы инерции для 
отыскания неизвестных сил взаимодействия звеньев - .д.авлений в ки
нематических парах на основании принципа Даламбе .. , рассмотрим 
равновесие звеньев под действием этих сип, используя уравнения 
статики. · Задача , должна быть статически опред~~ У становим, 
какая моская кинематическая цепь удовлетворяет этому условию. 
Число уравнений статики· должно быть равно числу' веизве<;тных. 
В общем случае nлоская кинематическая цепь может состоять из n 
звеньев, р1 числа пар 5-ro класса и р, числа пар 4-го ·класса. Для 
одного плоского звена можнq составить 3 уравнения· статики, а 
для п звеньев - Зп уравнений статики. 

Давление в одной кинематической· паре будет опред~я тремя 
параметрами - величиной. с~лы, ее направлением и то~ой припоже-
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ния. Во вращательной паре 5-ro класса (рис. 115, а) будет известна 
только тачка приложения си.лы - центр пары, а неизвестных будет 
два - величина и направление сипы. В поступатеJJЬНой паре &~го 
класса .(рис. 115, б) известно будет тоJIЬко направление сиJIЫ -· 
нормально поверхности элемента пар~; неизвестных будет также 
два - величина и точка , приложения сиnы. В паре 4-го класса 
(рис. 115, в) известными будут два параметра - точка приложения 
СИJIЫ (точка контакта зве8Ьев) и направление (по общей норма.ли 
к профИJIЯМ звеньев в точке контакта). Неизвестным же будет одно -
веJIИЧина (gfЛЫ. 

а 

1-~ 

' 
Рис. 115. 

Таким образом, во всей кинематической цепи будет 2р1+Р• не
известных. Условие статической определимости будет иметь вид: 

зп~2р,+р •. 

Только для · такой кинематической цепи может быть решена 
задача определеJIИЯ давлений в кинематических парах при · помощи 
уравнений статики. · 

Ранее было устаномено, что пары 4-ro класса могут быть за
менены, т. е. москую кинематическую цепь можно всегда пред

ставить в виде звеньев, -входящих только в пары 5-ro класса. Тогда 
условие статической определимости · плоской кинематической цепи 
будет следующим: 

. 2 
Зп= 2р5 или n= - р,,. , 3 

Такое соотношение между ЧИСJIОМ звеньев И ЧИСЛОМ пар 5-ro 
класса имеет· место в rpyrme Ассура. Следовательно, rpyIПJa Ассура· 
сrатически о~елима. Поэтому силовой расчет в даJIЬнейшем будем 
вести цо грушiам. Эго. указывает еще на одно достоинство класси~ 
фикацни механизмов по Ассуру, которая . позволяет иметь не ТОЛЬКо 
общие условия синтеза механизмов и кинематического анализа, JIO 
и общие услощш CИJIOJIOro расчета. ме'ханизмов. Поэтому достаточно 
рассмотреть силовой расчет нескоJIЬКИХ групп Ассура,-, как ПОЯ&IIТСЯ 
возможность nроизводить силовой расчет всего многообразия меха
низмов, расчленив их на ~руппы. · 
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§ 32. · Силовой расчет групп 

Группы 2-го K/lO,Cca 
1. 

-Группа 1-ro вида (рис. 116). В общем случае СИJIЫ, действую
щие на звено, можно привести к силе и паре сил, что будет . соот-
ветствовать наиболее общему слу~аю загрузки. , 

· Дано: Р 2, Р 8 , М2, М3• Требуется определить давления в кине
матических парах .А, В и С, т. е. Р1_2 , Р3;__,., Р4_8, которые являюt-
ся силами взаимодействия звеньев. . 

Р1-2 - сила действия звена 1 на звено 2, Р 3_ 2 - сил~ действия 
звена 3 на звено 2 и т. п. Р1_2 и Р4_8 неизв~стны, поэтому пока-

1\,Д ~-
/ 

/ 
'Р/!2 

. С/~Рf-з . 
1 

.... 
'\ ............ 

\. р~-3 

~-J 

Рис. 116. 

жем их штриховыми линиями. Разложим каждую из этих сил на две 

составляющи~ Р1-2 - на Р~-2 .l АВ и P'l-2 11 r11.8; Р 4-э - на 
~-з_l_ВС и ~-з II ВС. · 

Из условия равновесия звена 2 
' ' 

~ Мв· =М2+Мв.(Р2)+ Pl-2 (АВ)=О., 
Здесь, как и в даJIЬнейшем, сумма моментов пркнимается алгеб

раичеокой. Из 1:1олученного уравнения имеем: 

t М2+Мв (Р2) , · 
Р1-2=-----· '-

. АВ . 

При численных ,расчетах резуJIЪтат может получи-n,,ся со знаком 

,+ или -. Если будет +, то это означает, что н~вление pf_2 
правиЩнiое, а если знак -, то направление Pf-.2 сл~р.ует измеНИ1Ъ 
на обратное по•. отношению· к первоначаJIЪНО принятому.. Полагаем, 

что ;результат имеет знак +, тогда направление Pf-i будет соот-· 
ветствовать п~IрIЯТому первоначаJIЬно. 
· ~ ,звена ·з имеем . 

~Мв= М3+Мв(Р8)+Р~-з(ВС)=0, 



.ОТКJда 

P
t М3+Мв(Р8) 
4-З z:;:: - ВС • 

Полагаем также, что направл~ние Р:-з ~овпадает ~ uервона'fалъ-
ным, т. е. резу.лътат имеет знак +. ' 

Из условия равновесия · сил, приложенных ко всей группе имеем: 

~ P~P'l-2 + Р~-2 + Р 2+ Р8 + Р~-з + Р:-з=О. 
Построим это уравнение. Из произво.лъной точки а отложим 

вектор Pi-2, а затем последовательно векторы Р1, Р8, .Р~-з в мас-
штабе kft [ ;: l · Из конQа вектора .Р~-з прово~им прямую по~ направ-

- -п 
лению :Р.:-з и из точки а- прямую по направлению Pi-2 • В точ

-п 

ке Ь пересечения этих прямых будет конец вектора Р •-з и начало 

вектора P'l-2. Векторы Р1-2 и Р 4-З получатся как резу.лътат· сум-
, -, -п -, -п 

мироваЮIЯ векторов соответственно Р1-=-2 и Р1-2; Р4-З и Р•-з. 
Для звена 2 имеем 

~ Р =Р 1--2+ Р 2+ .Ра-2 =0. 

Здесь неизвестна сила Р 8_ 2 -· действие звена 8 на звено 2 
в паре В. Построим это уравнение. Векторы Р1--2 и Р1 уже пост
роены на плане. сил для всей группы, поэтому для построения век-
тора Ра-1 достаточно. соединить начало вектора i\-2 и конец Р2• 

Группа 2-ro вида (рис. 117). Дано: Р,., Р8, :м2 и М8• Требуется 

определить Р1~, р3_2, - Р4-а и плечо h·приложения[силы Р•-а· 
Из условия· ~авновес~ звена 2 имеемj 

. ~Мв=М2+Мв(Р2)+Р1~(АВ)=0, - . 
откуда 

• pt = _ М2+Мв (Р2) 
.t-2 ABj • 

Из условия равнQ~ сил, приложенных ко всей группе 
\ . . 

~P=Pi'-2+Pt-2+P2+Pa+P,-a=O. . 
Направление силы·р:_3 известно: _L_xx. Построив это уравнение, 

аналогщшо предыдущему; получим неизвестные СИJIЫ Р1-2 и р4_3~
. Дm1 звена 2 имеем 

I ~Р~Р1-2+Р1+1>1_* о:-

. Построением этого . уравнения r находим силу Ра-1~ - действие 
звена 8 на: звено 2 · в паре В. · 
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Цпя звена а 

~ Мв =М,+Мв (Р3) +hP4--,==0, 

откуда. неизвестное плечо приложения сипы Р •-s 

6
f't~z,A 

v 
/ 

' 
~-2 

i 

. f 
h= _ М,+Мв(Р8) •.... 

• h 

х 

'A-JH 

P,,_s 

__ _L 

P".J // P-v-J 
I 

P11-JN Рн .. 1; 
р 117 '?i 
нс. . 1;'(! 

'' 1.-·· .·. 

'Если Щ)И численных ра~четах величина h имеет j.-· ....:, это озна
чает, что силу Р•-а следует расположить на· рассто~tри h по дру-
ГУIQ сторону от точки В. . . ·\ · 

· Очень часто при решении задачи плечо h 1-,nOJJYЧd)'r , такое, что 
сила Р,-а оказывается далеко за предепами той авемаТJJЧескОЙ 
яары, в которой она: действует. Позтому П~jпро~ расчетов 
следует уста,новить, каким образом CИJia Р ,-а ,оспрmппмется.звенья-

. 1 ·'" '-... . 
ми пары~ · , ·J J .. 

Пусть плечо приложения . сипы Р•-а от~ельно. _ поступатель
ной пары будf!r hp (см. рис. 117). Прикладывая в це№ре пары две 
равиые и противоположно направленные сильr Р ,-а, 110~ силу 
Р,.--, и пару сил, момент которой., равен hpP1-a: Под действием 
активной сипы Р 8 и момента М8 подзУJJ .: повернется и _ со стороны · 

r"' __ hpP1.-. 
направляющей будет испытывать даВJiе~ще Р •-зм --- в двух . I 
крайних точках. 
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Таким ·образом, действие силы Р.,_8 на плече h буд~ в дей" 
ствнтельвостн передаваться как сила. Р •~, прWiоженная по оси 
ползуна, и пара сил Р •-зм, приложенная на плече l. 

Группа 3-ro ви,ца (рис. 118). Дано: Р1, Р8, М2 и ·М,. Требуется 
определить Р1~,-Ра-1~ Р1-а и плечо h- приложения сИJIЫ Ра--1· 

Неизвестные CИJIЬI I\--1 и Р1_8 раскладываем на две сиnы 

P1-2..L хх и Pi-2 11 х~; Р:-з_Lхх и ~-з II хх. 
Сила Р а-1 направпена J_xx. 

и 

Рис. 118. 

Из условия равновесия сил, приложецных к звену 2, имеем 

~-пр х=Р2 cos a+Pi-2 =0· 

_ · Pi·-2=-P,cosa, 
пр~оженных к -~ну 8 . 

~ п~.=Р8 соs~+Р.~з=0 и РLз · -P8 cosp. 
Для rpym1ЬI .· 

~P-==P'l-2+Pr-2+i\+J>1+P.:-з+~-з=O. 
Построим -~ _ уравнение в маспrrа~ ~ [ .: ] . Из точки а. от

ложим №.-2, затем Р,, Р, И Р.-з- Из точки Ь (конца Р.-з) про
водим- прямую J_хх~·направление Р:-з и Р7-2. Эrа прямая д~а 
пройти через точку а. ТаkИМ :образом, полученный вектор, изобра-

жаемый отрезком· аЬ~ представляет собой сумму двух векторов Р" 4-з . . , .. , . 
Hl 



и ]1_2• Найдем эти векторы. Обозначим плечо си.цы Р:-з относи
тельно точки. А через h1• Из условия равновесия сил, приложенных. 
к rpyrme; имеем . . 

откуда 

,. МА (Р2НМ2+МА (Р8)+М8+МА ( Р~_3 ) 
Р4-з= - , . 

h1 

Величину ~-з откладываем от точки Ь. по линии аЬ. · Огрезок 
от конца Р:-з до' точки а определяет J5':_2. в масштабе kp. Для 
нахождения Р8-1 рассмотрим равновесие_сил, приложенных к звену 2: 
~ P=l'1--2+l\+P8_ 2=0. На плане сил (см. рис. 118) первые две 
силы уже построены, поэтому Р8_2, имея направление J_xx, прой
дет от_конца Р2 к началу.Р1--2. Точка приложения Р3_2 будет на рас
стоянии h, которое определяем из условия равновесия сил, _прило
женных к звену 2 

откуда 

МА (Р2)+М2 
h=----. 

Ра-2 

Действительное давление в поступательной паре В определяем 
аналогично тому, как это было сделано для поступательной пары 
в группе 2-ro вида. ' 

Г рутш 3-го класса 

Дано: силы и моменты сил, приложенные к ·звеньям группы 
(рис. 119). Требуется определить давления во всех кинематических 
парах. 

Построения в данном случае аналогичны всем предыдущим, 
поэтому рассмотрим только последовательность решеmtя данной за-
дачи. . 

-, nt . -, . 1. Определяем Р1-2, r 6_ 5 и P1-i из условия равновесия сил, 
приложенных к звеньям 2, 4 и 5. Эrо условие позВQляет получить 
уравнения 

~МвА=О; ~MD=O и ~Мс=О/· 

2. Оrыскиваем точку S - особую точку Ассура и рассматриваем 
равновеси;е. всех сил, приложенных к группе. В результате получаем 

~Ms .О. Из этого уравнения определяем P3-s. · 
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3. Иs условия равновесия сил, приложенных ко. всем .звеньям 
rpyrmы, имеем ~ Р=О. Построив силовой многоугольник для этого 
уравнения, оnределяем неизвестные Р7.:_2 и ]51.J...:.. 4 • 

Р.п / 
(-~ .. 

/ 

\ п 
\Р1-11 

Рис. 119. 

4. Определяем давления в парах В, С 'и D из условия равнове
сия сил, приложенных к звеньям 2, 4 и 5. Для каждого звена 

составляем уравнения ~ Р=О. 

Ведущее звено 

На ведущее· .. звено / в паре А, к которой присоединяются звенья 
механизма, со стороны звена 2 действует сила Р2_1 (рис. 120). Дви-

Q tf 

Рис. 120. 
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жение ве,цущего звена для машины-ору.~tия может осуществляться 

от двигателя через зубчатую передачу (рис. 120, а) иJIИ через муфту 
(рис. 120, б). В первом случае воздействие приво,~tа будет. в виде 
cиJIЬI Ру, 11еред~аемой через зубцы зацепления и направленио:й под 
углом зацемения а, во втором_- в виде момента Му. Если же рас
сматривается мапшна-.двигатепь, uто Ру и Му будут соответственно 
си.nа и момент сопротивления тои машины, которую приводит дви-
гате.ль. · ' 

Таким образом, в первом случае СИJIЫ, действующие на ведущее 
звено, будут Р2~1 (действие ~-го звена), Ро-1 (действие нулевого 
звена-стоики) и Ву (уравновешивающая сипа). Неизвестными. будут 

Ру и Ро-1· 
Силу Ру можно опредеJIИть из уравнения 

~ М0=М0 (P~_1)+Pyh1=0, 
откуда 

· р = ..;._ М0(Р11-1) 
у --h--, 

у . . 

а Ро-1 - из уравнения ~ Р=Ру+Р1_1+Ро-1=0: Построив это урав
нение в масштабе, находим неизвестную силу Р o-i~ 

В том с.лучае, когда к ведущему звену nрИJiожен Му -:- уравно
. веппmающий момент, 

' 
Му=-Мо(Р1-1) и Ро-1=~Р1-1• 

Как и ранее, здесь везде при составлении уравнений статики прини
мается а.лrебраическая сумма членов. 

§ 33.. Силовой расчет дифференциальнwх и планетарных 
механизмов 

. . 
, При проведении силового расчета дифференциа.льQЫХ и ПJфНетар.: 

ных механизмов полагаем, что -известны геометрич~е 'параметры 
зубчатого зацемения и момент Мв, · приложеШ1Ый к ВОДНJIУ. Задача 
может быть поставлена и несколько· иначе: щвестен момент, ПРJ!ЛО· 
жеННЬiй к зубчатому колесу 1, а момент Мв неизвещен (рис. 121)~ 
Однако, как буд~ показано ·ниже, это ничего прmщипиально не 
изменяет в решении задачи. · · . ' 

Для всех рассматриваемых схем механизмов определяем сИJIЫ, 
действующие в кинещ~тических парах звена 2-2'. Силы, дейtтву
ющи~ в кинематических парах других звеньев, JIИбо · явлmотся 
результатом воздействия· звена 2-2',. тогда они уже известны, JIИбо 
определяются обычным путем. 
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К звену 2 (см. рис. 121) примадываем сИJIЫ Ра--1 и Р1-,, кото
рые направлены под , yг.lio:ttf зацемения С"& к общей касательной 

~ начальным окружностям зубчатых колес, и Рв- z - действие 
водила в на звено 2: Рв-1 Мв • Каждую из сил Р1-1 и pa-t 

R1+R2 ~ · 

t 

Рис. _121. 

раскладываем на две состаВJIЯЮщие. Из условия равновесия сил. 
приложенных к звену 2 ,· имеем: 

(сумма моменТQв здесь, как и в дальнейш~, принимается алгебраи

ч~ко:й) и 11-~:- - Р~- 2 • С другой стороны, 

Pв-1·R1+P1-2·2R1=0 и Р1-2=- Р~-• ~ 
Тогда· 

р n Рв-2 pt pt Рв-1 . 
1--1~ra-1=--- и 1-2= з-2=---stna. 

2cosa 2 

Момент М1=Р':-2 R1. 
'Из у~ловия равновесия сил, приложенных~ звену 2-2' (рис. 122),. 

имеем: 

Тогда 
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откуда 

'--' 

I 
2'• J 

2 

~ ~ J 

'"" l V1?I 
в 

t 

Рис. 122. 

~ Из условия равновесия сил, приложенных к звену 2-2' (рис. 
'123), имеем 

и 

.откуда 

2' 
Рв-2 

2 Р.з-2' п 
Pt-'l 

в 
Р.зп_ z' 

~ 

""' 
. 

J 

Рис. 123. 

Здесь Р7_2 и ~-2• могут иметь чрезвычайно большие. значения . 
:ори м~лой величине разности R2· -R,.. Следовательно, при исполь-
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зовании такой схемы планетарного маанизма, как схемы силовой 
передачи, надо быть очень внимательным при: выборе соотношений 
между радиусами начальных окружностей зубчатых ко'1ес 2 и 2', 
не допуская чрезмерно больших давлений в зубчатых заµ.еплениях. 

· Следует обратить внимание и на то, что вследствие возможных 
больших усилий в. зубчатых зацеnления:Х: этой . схемы внутренняя 
мощность, передаваемая· ими; резко повышается. Это определяет 

- • .' 1 • 

низкии к. п. д. такого механизма. 

1 

§ 34. Последовательность силово110 расчета механиз.мов . 

На рис. 124 показан механизм, состоящий из группы ведущих 
звеньев, к которой. присоединены группы АВС и DEF с приложен-

Р~с. 124. 

ными к его . звеньям силами. У становим последовательность сило
вого расчета такого механизма. Если начать расчет механизма 
с ведущего звена ОА, то неизвестными будут силы в парах О и А. 
Кроме того, будет неизвестна уравновешивающая сила Ру, прило~ 
·женная в зацеплещш зубчатых колес. Таким образом, будет 5 неиз
вес:rны.х, так как силы в парах О и А дают по 2 неизвестных каж
дая ( величина и -направление). 

Для определения этих · неизвестных можно составить · только 
3 уравнения статики, р~ссмотрев равновесие сил, приложенных к зве
ну ОА. Следовательно, начинать р~счет с ведущего заена нельзя. 
Если же нача4Г~ силовой расчет с группы АВС, то можно составить 
только б уравнений статики, неизвестных же будет 8 - давления в 
парах АВС и D. Поэтому начинать силовой расчет с группы АВС 
тоже Jjельз:Я. Остается последняя rpyпria BEF, рассмотрев которую 
найдем давление в парах D, Е и F. Это уже дает возможность 
решить задачу · силового расчета груипы АВС, так как давление в 
паре, D будет уже известно. Затем можно переходить к расчету в~-
дущего звена'. , 

Следовательно, устанавливается вполне определенная последова
тельность силового расчета механивма. Начинается расчет с· послед-
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-ней группы в пор~дке присоединения их к механизму 1-ro класса, 
затем ведется расчет предпоследней группы и т. д. и заканчивается 
ведущим звеном. 

§ 35. Применение принципа возможных перемещений 
для определения уравновешивающей силы. 

Теорема Н. Е. Жуковского о жестком рычаге 

Принцип возможных перемещений для определения уравновеши
вающей силы бы.л впервые применен Н. Е. Жуковским. Полученное· 
им решение позв001яет без каких-либо] промежуточных вычислений 
оnределять уравновешивающую силу. Метод Н. Е. Жуковского 
-- ------- -- --- ---- --используется для конт-

_ _,r,,А роля при силовом расче-

Рис. 125. 

Оv те механизмов и решен~и 

задач динамики. • 
Pi Cor ласно принципу 

возможных перемещений, 
сумма элементарных ра

бот сил активных и инер
ции, приложенных к си

стеме на их возможных 

перемещениях, равна ну-

лю. . 
Механизмы являются 

системами принужденно

го движения, т. е. имеют не просто возможные, а действительные 
перемещения точек звеньев, движение которых определяется зако

ном движения ведущего звена. Поэтому ·элементарную работу 
сил, приложенных к звеньям механизма, будем ра~(?·матривать на 
их действительных перемещениях. 

Обозначим через Р1 , Р2 , : •• , Рп силы акт~вные и инерции, при
ложенные к точкам звеньев механизма, через dS1, dS2, ••• , dSn -
проекции элементарных действительных перемещений этих точек 
на направления соответствующих сил. Тог да на основании прцнципа 
возможных перемещений 

(102а) 

Найдем выражение элементарной работы силы на ее элементарном 
перемещении. 

Пусть имеется звено АВ, скорости точек (рис. 125) которого 
известны. В точке S звена приложена сила Pl под углом ер к ско
рости v8 точки S. Для этого звена построим план скоростей в 
масштабе kv. Силу Р i повернем на угол 90q .(безразлично в какую 

1 
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• . сторону) и перенесем на план скоростей в точку s. Плечо этой 
силы относительно полюса Ov плана скоростей обозначим через hi. 

Работа силы Pi на ее элементарном перемещении Ai=Pidsi cos (J), 
но dsi=v5dt=(Ovs) kvdt,. тогда Ai=Pi (Ovs) cos (J) kvdt. И(плана ско
ростей видно, что (O'{1s) cos (J)=h;, поэтому At=Pihikvdt. Здесь 
P1hi=M0 (Р1) - момент силы Pi относительно полюса плана ско-

v 
ростей. Окончательно имеем Ai=Mo (PJ kvdt. Подставим это зна-

v 
чение рабо:гы силы в выражение (102а) и сократим на общий мно-
житель k,Jii, получим 

(1026) 

Это выражение говорит о том, что сумма моментов сил актив
ных и инерции, повернутых на угол 90° и перемещенных с меха-: 
низма в одноименные точки плана скоростей относительно полюса 
плана скоростей, равна нулю. Это и есть теорема Н. Е. Жуковского· 
о жестком рычаге, так как полученное выражение показывает, что 

план скоростей можно представить K<IK жесткий рычаг, закрепленный 
в точке полюса плана скоростей, находящийся в равновесии под 
действием этих сил. 

1 Пользуясь этой теоремой, определим уравновешивающую силу. 
Обозначим сил~, приложенные к механизму, через Р1 ; Р2 , ••• , Рп, 
Ру - уравновешивающая сила, а плечи этих сил, повернутых на 
угол 90° и перенесенных в одноименные точки плана скоростей, 
через h1, h2, ••• , hn, hy. Тогда по теореме Н. Е. _Жуковского 

п 

~ Pih1+Pyhy=0, 
1 . 

откуда 

п 

~P1h1 
р 1· y=----

hy 

При определении Ру этим способом моменты сил, действующие 
на звенья, СJJедует разложить на пары сил, приложенные в ТЕ}v 

точках звеньев, скорости которых известны, т. е. уже построенЬ~· 
на плане скоростей.· Далее с этими силами уже поступают, как 
и со всеми другими силами. 

§ 36. Трение в кинематических парах 

В зависимости от вида относительного движения различают 
трение с к о JI ь жен и я. и ·трение к а ч е н и я. 

Трение скольжения можно разделить на несколько видов: 
1) сухое - трущиеся поверхности непосредственно контактируют 

друг. с другом; 
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2) жидкосты'ое ~ между цоверхностями имеется . слой · жидкой 
смаэки и они не имеют точек непосредственного контакта; 

3) полусухое - между поверхностями имеется небольшой слой 
смазки, однако имеется много точек их непосредственного контакта; 

Q 4) полужидкостное - меж: 

р 

ду поверхностями имеется слои 

ЖJЩКОЙ смазки, НО ОНИ непо
средственно контактируют в 

некоторых точках. 

С у х о е т р е н и е является 
резу ль татом взаимодействия 
соприкасающихся поверхно- · 
стей и представляет собой 
совокупность механических, 
физических и химичеСКl;fХ явле
ний, происходящих в местах 
их контакта. 

Сопри~рсновение поверх
ностей, обработанных даже 
по высоко~у классу чистоты, 

р 
126 

происходит. в отдельных точ-
ис. · ках (рис. 126). Если на зве-

но 1 действует вертикальная сила Q и . горизонтаЛI;~ная Р, то в ме
стах контакта будут возникать силы Ni и Fi, которые уравнове

n 

шиваются соответственно силами Q = ~ N t и Р, Сила· трения скольже.;· 
1 

п 

ния F=~Fi. Силы трения Fi в 
1 

местах контакта представляют со

бой силы, препятствующие отно
сительному смещению поверхно-

стей, и являются результатом мо
лекулярного сцепления материа

лов пооерхноtтей, упругой и пла-

стичесwкой деформаций и хрупкоrо Pl{c.127_ 
разру . ения выступов поверхно-

стей. Кроме того, в места~ контакта. происходит взаимное притяже
ние и диффузия молекул материалов звеньев, нагрев поверхностей 
при их относительном смещении и окисление. Все· это влияет на 
величину сил трения Fi. Таким образом, силы трения являются 
_резуJIЬтатом целого ряда процессов, происходящих на поверхно-

. стях контакта трущихся тел. · . 
. ,Введем понятие у гл а т р е.н и я и к о эф ф и ц иен та т. ре н и я 

скольжения.· Поместим плоскцй ползун 1;3есом'G на. наклонную 
плоскость с углом наклона а к горизонту (рис. 127). Со стороны 
плоскости на ползун будет действовать сила нормального давле-
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ния N и сила трения ·F 0, препятствуюtцая · перемещению ползуна 
вниз по наклонной плоскости. Полагаем, что ползун под действнеil 
этих сил нахо~ в покое. Составляющие веса будут равны: 

G1=Gcosa и G,=Gsina. 

Иэ условия равновесия сил, приложенных к ползуну имеем: 

'F0=G1=Gsina.; · (103) 

N=G1 =Gcosa. (104)_ 

Разделив выражение ( 103) на выражение (104), получим: 

Fo =tga. (105) 
N 

. ЭкспериментаJJЬНЬIМ путем установлено, что при данном состоянии 
поверхноtтей ползуна и наклонной плоскости ползун будеrr нахо ... 
диться в. покое при а <: <р0 • • . 

F 
Следовательно, при ; <: tg<p0• 

Обозначим tg fPo=fo, тогда· 
. F0 < f,,N. (106) 

Величины q,0 - и f O назы
ваются соответственно углом 

и коэффициентом ста
т и чес к о r о т Р, е ни я (т 1? е
н и я покоя). Таким обра
зом, сила трения покоя мёнь-
ше или равна· произведению 

коэффициента трения на нор- Рис. 128. 

мальное .давление. Знак равен- . 

V 

ства будет в цредельном случае покоя, во всех же оста.пьных случаях 
покоя сила трения ·будет определяться как реакция связи из усло
вия равновесия сил, приложенных к ползуну. 

При угле наклонной.плоскости а=<р ползун будеrr перемещаться 
с постоянной · ско1>9Стью. В этом случае силы, действующие на пол
зун, будут находиться в равновесии и сила трения 

F=fN, 
где f=tg<p; 

(107), 

f и <р - соответственно к о эф фи ц иен т трен и я и угол т ре-, 
, ния при движении. 

В большинстве случаев сила трения при движении меньше
предельного значения силы трения покоя, т. е F <F0, ер <ер,,. 
f < f O и направлена в обратную сторону относительной скорос:;rш. 
Составляющие силы трен·ия по двум взаимно перrtендикутiр~ 
осям будут пропорцион~льны составляющим относи~ной ~~~ 
в -направлении этих осеи. На рис. 128 показан ползун (вид сверху),'· 
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перемещающийся по горизонтальной плоскости со скоростью о. Так 
как· сила -F=fN, -то составляющие CUJIЫ 

F =F U,x 'и F . F .!!.. 
Z V . у . 11 

будут всегда меньше силы F. . 
При движении ползуна относительно плоскости с какой-либо 

·скоростью сила трения вся реализуется в направлении этой скоро
сти, поэтому в перпендикулярном направлении сила трения покоя 

будет равна нулю. 

Поступательная 
тальной плоскости 

'); 

Трение скольжения 

пара. Рассмотрим плоский ползун на гориэон
под действием силы Р (рис. 129), приложенной 

к ползуну под углом а к нормали. 

f · На ползун в этом случае будут дей
сrвовать еще две силы: N - нор
мальное давлени~ со· стороны пло

скости и F - сила трения. 
6озможны три · случая: 1) пол- . 

зун находится в покое; 2) ползун 1 

перемещается с 11остояннdй ско
ростью (или находится в покое -
предельное положение); 3) ползун 
перемещается с усlфрением. 

Риt. 129. 

У стащ>вим, при каких условиях 
приложени.я ·Р воз~жен каждый 
из случаев. ~илу. Р_.\ перенесем по · 
лини~ ее действия и разложим на 
две составляющие :Pt и Р1• Тогда 
сила нормальноrо ~ения 

.N=:;::P,.=Pcosa, 

сила, стремящаяся переместить nолзун 

. Р1 =Р si,n cz, 

сила трения, удерживающая ползун, 

F <. fN или F <. fPcosa_ 

(в случае покоя F=F0 и f=fo)- · · 
Ползун нцодится в покое при условии 

Р1 <Fo или Psiita. <f0Pcosa, 

qrкуда -получим tga <~- а так ~к /o=tg(po~ то. окончательно 
бу• tО~ФТЬ а < (р0• t,;ледовательно, _ ползун будf!r находиться 
в 1!(*Qe, ~ CRJJ8 Р приложена к ползуну .под углом а, к нop-

lW:. 



\ . 
мали ·поверхности· трения, меньшим, чем угол трения •. Эrо условие 
не зависит от ~ны Р. · При Р 1 =f O - предельный случай, пЬкоя; 
Р1=F-·движеиие с постоянной скоростью. 

Рис. 130. 

Рассуждая ашщогично предыдущему• получим соответственно 

a=q>0 и a=q>. 
/ 1 

Ползун . перемещается с ускорением, если 
P1 ">F, 

откуда, аналогиЧ110 предыдущему, им~м а> q>. 
Если даннуJQ задачу рассматривать не только в плоскости чер

тежа, . а во все21 возможных плоскостях, то в предельном положе. 

нии, коrда а=ф, сила Р опишет кониче- -, 
скую поверхность с центральным углом 2<р. N 
(рис. 130), на~ваемую кон_усом тре
ни я. Если clU$ Р приложена за преде
лами конуса трения (~ > q> ), то д~нже
нне ползуна будет ускоренным, если си
ла" -Р прlfложена~' в пре,11мах конуса тре
ния (а < q>); то ползун не будет пере---w~~~~~~~~~ 
мещаться под действием этой силы. 
· Введем понятие равноде йствую-

·-. Q 
·щ е й с ил трен и я и но р м а ль ног о .. 
'давления. к· плоскому ползуну, нахо-
дящемуся на · •горизонтальной плосксх:ти, Рве. 131. , 
приложена верtикальная сила Q и го- .. 
ризонтальная сила р. nолагаем, что под действием этих сил ползун 
ли(?<> перемещается с постоянной скоростью, либо находится в пре
дельном случа~ покоя, т. е. ·F=fN (рис. 131). 

· Равноде4сtвующая сил трения и· нормального давления R F +N. 
Найдем угdл а, который составляет сила R с нормалью. Из рис. 
131 имеем: . · 

' F fN . 
tga=-=-=/=tgq>, 

. N N . 
\ 



откуда ci==cp, т. е. раsнодействующая. cilA трения и нормам,ного 
.,давмl'Шя оtпКАОНена от направле,шя -нормаАU на угОА. трения в 
.f!братн,ую сторону _оmношmельного движения (в случае предельного 
mкоя - на уrол ер0 в обратную сторону действия силы Р). 

Рассмотрим общий ед.уча.а полОJ1Сения плоского ползуна на на
llСАОН,Н,О(J, плоскости (рис. 132). Ползун, на который действует верти
кальная сила Q, перемещается вверх с постоянной скоростью вдоль 
наклонной москости под действием сипы ·Р, приложенной к ползуну 
под углом Р к вертикали. У становим величину сипы Р. Заменяя 

N 

Р,ис. 132. Рис. 133. 

силу трения~ F и нормальное даВJiение N их равнодействующей ,R, 
И11еем ползун, находящийся под действием трех сил Q, Р и R. 
Из условия равновесия сил Q+ Р + R О. В силовом треугольнике 
(рве. 133) неизвестными будут сиJIЫ R и Р. И<:11оnьзу'я теорему 
снвусов, получим 

р Q 
sin (a+q>) sin [л; _.:_ (а+Р+ср)] ' 

откуда -
P=Q sin (а+ср) • 

·· sin (а+Р+ч>) 
. (108) 

.А!rщюrично предыдущему можно записать 

R=Q sinP , 
sfn (а+Р+ер) 

а так как F =R sin ер и N_ =R cos ер; то 

F =Q sln Р sin ер и N =Q sln р са1 ер • 
_ aln (а+Р+ер) . sin (а+Р+ер) 



Найдем угол р, qри котором сила· Р будеr- минима;IЬИоА. Зна
чение CИJIЬI Р mln будет при · максимапьной величине знаменателя в 
выражении для Р, т. е. при sin(a+P+q>)=l или ·при a+P+q>=~. 

' ' 2 
Следовательно, Pm1n =Q sin (a+q>) и буд!!Г направпена под углом ер 
к ~у~оскости, по которой переме-: 
щается ползун (рис. 134). 

Рассмотрим клин,чотьи:J пол-
зун, поверхность трения которого ~-,-_,, \ 
имеет форму клина с центрапь
ным углом Р (рис. 135). На пол
зун действует вертикальная: сила 
Q и горизонтаJIЬНЗЯ сил~ Р, пере
мещающая поJIЗун вдопь направ

ляющей с постоянной скоростью. 
Со стороны москости на· ползун 
будут действова~ь две нормапь-
ные СIШЬI N и две силы трения Рис. 134. 
F. Найдем силу Р. Из условия 
равновесия сил 

N Q 
·и P=2F=2fN. 

2sin1.. 
2 

() 

р 

Рис. 135. 

Подставляя N в выражение для Р, получим 

P=-'-Q. 
sinl... 

2 

а -,, 

~ 

(109) 

<;)бозна~ f'=~, тогда можно записать P=f'Q. Здесь 
· sfn-

2 ' 
/' -приведенный коэффициент трения клинчатой 
поверхности. ПоJIЬЭуясь этой величиной, можно клинчатую по-
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верхность, по .которой перемещается· ползун, рассматривать как мос
,кую с .коэффици~том тренц /'·и.углом ._трения cp'=arctg/'. Сле
довате.льно, все решения, полученные для м~кого ползуна, будут 
справедJIИВы и для клинчатого ползуна, но уже с велиЧЩiами /' и q>'. 

Вииrовая пара. При определении силовых зависимостей в вин.; 
товой кинематической паре допускаем;, что удельное дамевие rto 
опорной. поверхности винтовой 'нарезки распределяется равномерно. 
Пространственную задачу заменйем моской, · развертывая среднюю 

Рис. 136. 

JIННИЮ винтовой нарезки на 
плоскость~ 

Рассмотрим два случаи. 
1. Винтовая пара с 

о.рямо угоJJьио й нарез
к ой. На основании первого 
допущения .Расчетнrю, схему 

можно представить в виде, 

изображенном на · рис. 136. 
Здесь осевая- сила взаимодей
ствия винта\ и гайки Q пред
ставлена как· сила, действую
щая на. ползун, который нахо
дится на винтовой нарезке со 
средним радиусом r. Сила Р 
(условная), перемещающая. 
ползун, является результатом 

приложения и~рмой силы Р 1 , 

создающей момент М. На осно
вании второго дрпущення пол" 

·эун буд~ находиться на нак .. 
~онно:й моск()СТИ с углом 
на~лона .а,· равным углу 

по~ъема средней линии винтовой нарезки. . · · 
На ползун действуют сильr Р и Q, нормальная ~ила N со сто

роны плоскости и сила трения F. Полагаем, что ползун переме
щается . вверх · по наклонной москости, т. е. в обратную сторону дей
ствия ·осевой силы Q, с постоянной скоростью. Р ·.определим по 
выражению (108) для общего случая положения щ>лзуна на на-

. n 
клонной плоскости при~=-
. : 2 

P=Q tg («+ч>) 
и 

(110) 

ECJIН же ползун ·под действием этих сил буде:r · ·перемещаться 
вин$ по :t~аклонной плоскости, т. е. в сторону действи;я· осевой силы 
'В ·вннто~~: nape, ТО ·( 1 _ 

M=Qrtg{a-<p), " (111) . 



так как сила треиJIЯ· ·будет уже направлена в обратную сторону, и. 
равнодействующая сил· трения и нормального давления буд~ откло
нена от .направJJения нор,али на угоп трения также в другую сто
рону, т. е. в этом случае в ·сИJiовом треугоJIЬнике угол м~ Q и 
R (см. рис. 133) будет равен а - ер. _ · _ · 

_2. Вин тов:ая пара с тре у rо.яьной ,(трапецеиАа.iJь
. .- о' А, у 11 ори о А) и аре s·к о А. - Расчетная схема представлена на 
рис.· 137. Движение винта относ~? гайки под действием момен" 

la , 
·-г 

-~~- --_1_ ' ! . 
' 1 

1 ~ 

·+· 

iРвс. 137. Рис. 138. · 

та М - и осево, си~i Q рассматриваем как движение КЩП1чатого 
ползуна с це~льным ~лом 2 ( 90с.5 - i ) , где ~ - центраJIЬНЫй 
угол нарезки. , -
' Приведе.нны.А коэффШJ.иент трения 

; . f'· f . . f 1 (112) 

1 . ., sin (00° ;- : ) cos : ' 
а угол ..-рения:/ · 

· f~ . ер' =arctg f'. 
Момент. 

_)·- .. · M=Qr tg (a+q>') . , (113) 
при опtос~ом движении в обра'Щ{Ую сторону действия cиJIЬJ · Q и 

. '
7

· \, M=Qrtg(a-ep') . . (114) 
при относите.щ,ном дважении в ·сторону действия силы Q. ': '' ,· 

П.аоекая .ltО.lьцевая · пята. В плоской коJIЬЦевой IШre (pkc~ 138) 
при о~ момента трения на кольцевой поверхности будем 
рассматривать два случая~ - · · · 

ltr 



• 1. Невркрабо-таа:ш-аяся nя;та (ре.-к~ работающая),. 
При· решении за;цачи исходим ~- пол~жевия. ЧТФ удеJIЬНое давпение 
по опорной поверхности пяты распределяете.я равномерно, т. е. 

Q (115) 
р n(R1 -rl) 

Момент трения на элементарной коJIЬцевой площадке (ппоща.цыо 
221QdQ) (см. рис. 138) буlJ/Л равен 

или 

Рис. 139. 

откуда момент трения 

dM =21'-QdQpfQ 

Рис. 140. 

R 

· M=2nfp J rJ'·dQ. 
r, 

Подставляя значение р и интегрируя. получим 

, М=~ fQ Rs-,a . 
З R1 -,1 

EcJIИ пята сплоnmая, т. е. r=O, то 

M=2-tQR .. 
3 

р 

(1 lба) 

(116б) 

2. П риработавw а яся пята (ра б:ота ю111ая часто 11 
.в.лите ль и о с; врем я). Исходим из · положения, что ·~зное в каж;. 
дой точке опорной поверхности пяты одинаков~ т. е. в ·процессе ра
боты пята остается nлоской. 

Износ\ .в каждой точке определяется мощностью трения, следо
вательно мощность трения также в каждой точке опqрно~ поверх
ности пяты будет величиной постоянной'. 

Для участка с площадью, равной единице (рис. 139), мощность 
трения. . , ' 

Amp=PfWQ=Const, 
где ю - угловая скорость вращения вала. 
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Для каждой то~ ,Ф=eonst и f=con&t~ Щ>9ТQМУ 

, PQ==C =co.nst. 

В этом случае р=2..., т. е. удельное аавление ·по опорной по
верхности распределяетJr. по закону гиперболы (рис. 140). ' 
, Используя ранее ПОJJУЧешiое выражение для зпе)lеитар_.иоrо к~ 
мента и заменяя PQ через -С, получаем , · 

dM=21tfCQd,Q, 
откуда момент трения 

R 

M=21tfC J Qd,Q. , 
После интегрирования получим 

М =rtfC (~. - r8). 
Постоянная С .о.Щ)еделится из следующего условия. Элементар

ная нормальная СJЦШ, ~·действующая на элементарную кольцевую 
площадку 

4 

или 

откуда 

dQ=2:щdQP 

dQ=21CdQ, 

R 

Q= S 2nCdQ. 
r 

После интеrрирован'ия находим 

\ с 
2it(R-.r) 

Q 

.... 

Подставляя знnение С в вЬiражение ~ля .момента, получим: 

М=-1 fQ(R+r). . 2 
При r=O имеем 

1 . 
M=э:fQR. 

(117а) 

(117б) 

Сопоставляя .· выражения для момента трения в обоих случаях, 
видим, что в . первом .момент трения больше, чем во втором, при . 
равНЬIХ условияк~ 

Bpaщaтe.ilыt.u кии.-тичеокая пара. При опредеJJеннв момента , 
трения · во вращательной кинематической паре · будем рассматривать 
:елучай пары с зазором и б.ез зазора. 

Рара с З·•зоро-м.- Радиус .внутреннего звена несколько-.мевь
ше наружного (рис. 141). Величина зазора для практичес~ прием_. 
лемых случаев мала, поэтому при JХ:ШеНИИ задачи полагаем, что 
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радиусы поверхностей э~ьев пары одинаковы и рав~щ r, а . гео· 
метрические осн поверхностей совпадают. 

К звену 1 .приложим nертикальную силу Q, тогда в точке А 
контакта со звеном 2 возникает реактивная сила R (см. рис. 141, ·i). 
Если к· звену 1 приложить момент М (см. рис. 141, б), то оно 
начнет вращаться и в первое время будет катиться по внутренней 
поверхности звена 2 до~ пор, пока не наступит состояние равно
весия. Угловая скорость ю вращения звена 1 будет. при этом по
стоянной, точка контак1·а А сместится в сторону от оси. В этом 

а (f 
Q 

Рис. 141. 

случае из условия равновесия сил, приложенных к звену 1, · М = QR 
и R=Q, следовательно, M=QQ~ Сила R является результатом двух 
составляющих - силы трения F и силы нормального давления N, 
с которой R образует угол q>, т. 1 е. R N+F. 

Из рис. 141 имеем Q=r sin q,. Для малых углов 
sinqн~ tgq,=f и Q=fr, 

тогда 

' 
M=fQr 

будет равен моменту тренця в паре. 
Величина Q называется рад-Ну сом круга трения (см. 

рис. 141, б). Вращательное движение звена 1 ·с постоянной угловой 
скоростью можно поддерживать не -только моментом М, но и си
лой Q' (обозначена пунктирной линией на рис. 141, б), приJJожен
ной к звену на плече l. В этом случае момент движущих сил дол
жен быть равен, моменту сопротивления - моменту трения, т. е. 
l=Q, и сила Q' должна быть касательной к окружности круга трения. 
Если же силу Q' приложить на плече l < Q, т. е. если она пройдет 
через круг трения, то движение будет невозможно. -
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Пар, а без · зазор а. Определяем момент ,_трения для двух 
случаев. , 

1. Неприработавшаяся пара (редко работающая). 
При определении момента трения исходим из предположения, что 
удельное . давление р по опорной поверхности распределяется равно
мерно, т. е. в каждой .то~ке одинаково (рис. 142). 

Обозначим через Ь протяженность пары. Найдем величину удель
ного давления р. На поверхности 
вращающегося звена 1 выделим 
элементарную площадку bdS с 
центральным yr лом d<p, распола
гающуюся под углом <р к линии 

действия силы Q. 
На эту площадку будут дей

ствовать нормальное давление со 

стороны · _опоры dN и сила тре
ния dF. · 

Значение этих сил буд~ рав-
но 

dN = pbdS= pbrd<p 
и 

dF = fdN = f pbrd<p. 

Сумма проекций этих сил на ли
нию действия силь1 Q 

dQ=dN coscp+dFsin <р= -
= рЬr ( cos ер+ f sin ер) dq>. 

{} 

lp 

Рис. 142. 

Проектируя на вертикальную ось все силы, действующие на вра
щающееся звено, получим 

- ' - -
2 2 2 
=i (" 1t ) 

Q= J /br(cosrp+f sin rp) drp=pbr J !!. c.os rpdrp+f J.'!.sin rpdrp = 

2 2 2 

=рЬ,[1 sinrp f +/ 1-cosrp t ]=2pbr, 
n · n -- --
2 2 

откуда 

. Q 
Р= 12.br • 

Элементарный момент трения на бесконечно малой площадке с 
wющадью rdepb ' 

dM=rdF =rrdq>bp/=fpbr2dcp. 
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Момент трения на всей оrюрной -_поверхности .. i 
f 

2 ' , ; k 
М=2 J 'fpbr8dq>=2fpbr1

- • 
о , 2 

Подставтш cIQдa значение р, будем иметь: 

• M=2 /Qr. 
/ 

(119) 

, . , 

2. Прира~отавшаяся пара (работающая часто и 
д JI и те.ль и о е врем я). При определении момента : трения и закона 

Q 

Рис. 143. 

распред~ения . удельНЬIХ _. 43ВJ1е
ний по.оцорной поверхн~ исхо
дим из предпо.пожения, q;ro износ 
в каждой точке опорной поверх" 
ности . no линии действия' cw~ Q 
есть величина , постоянная, т. е. 

бQ=const (рис._ 143). 
Найдем выражение д.ля удель

ного дав.пения .в произвольной 
точке опорной поверхности. Мощ
ность сип тpelQIЯ на опорной 
площадке эпемепrа пары ~ ппо
щадью, равной 1· щинице, AQ= 
= f рrю. Ра.диаль. · _.- __ - износ опоры 
l,N = t,q cds ер - . · опорционаJiен 
МОЩН0СТИ тренIОЦ':"Т. е. fprю = · 
=c1бN=c1l,q coscp;/rдe с1 ,->коэф
фициент пропорцвональносrи, по-
стоянная веJIИЧИНа. Спедовательно" 

. C16Q 
tp=-- cos q>. 

frm 

ВеJIИЧИНЬI ·бq, f, r и ·ю одинаковы ДJIЯ всех то11еК опорной nc;r 
верхвости, т. е. постоянны д.ля рассматриваемых ус.ловий. Поэтому 
- · с6 
можно nnинять 2-.!L =С и р=с cos <р, где с--:- постоянная веJIИЧИиа. 
~ ~- ~ ' -

При q>=O COS<p=l и p=C=Pmax, тогда P=Pmu.COS<p. 4-

Опреде.лим Рmп· Сщюектируем cиJIЬI, действующе на эпемен· 
тарную п.лощадку. (см. рис •. 142), · на вертикальную ось .. Сумма 
проекций ЗТИХ CИJI 

Здесь 
dQ=dN cos cp+dF. sin ер. 

dN =brd<pp=brpmax cos cpdq> 

о.,:,· 



'ti ,.:;,_ ' '. 
\, . ~'~ 

~г.'1 
·.~ 

dF=/dN' /btfJmuCOSfd{p; 

dQ=brpmu (cos' q>dt+ f sirt fP cos cpdcp), 

откуJ.Щ величина: сиJIЫ Q .будет равна 

'(: -;- 1 ) 
': · Q=Ь,Ращх J. cos• (pdcp+ / J~2 sin ~ · 

t · 2 2 · 

В это~ выражении 
t ,. ' 
) 2 

J sin 2q>dcp=0, cos1 q>=!. (1 +cos2q>h 
_!!,. . . . 2 

J- 2 
тогда · 

' . Q~~,Ь;~mu[ J (l+cos~)d~ ]=~ ЬrPmax 
и 

; . 2Q 
-·.. Рт .... =-. 
1' - nbr 

Эл~тар~ момент ·трения, как и в· предыдущем случае, ра
вен d/tf.ifffpbrlt{j. Заменяя р, получим •dМ=fbr8Pmaxcoscpd(p. Под
-ставляа ,место;,:Рmах ,ero значение, будем иметь: 

,/\ .· .·dМ =_! /Qr COS1f>dcp~ 
п 

Момен1 трення:.··i~а всей· опорной поверхности 
~ . ;·· 

·!!., !!. 
2 . 2 · !!. 

м ... 2 J~ lQrcOSM=!, fQri cos (pdcp=~/Qrlsint 1:, 
или , ,', 

.. 
\ .:.t. 

~·. 

. 4 
М:-- /Qr • . А 

r , Трение качения 
,.:1 

(120) 

Тренrа качiевия возвикает при отиоситет.ном переюrrыванJIК -·эле
ментов иввеМЩ'IIЧеских пар звеньев .. в- этом случае ' имеет месте 
внутре~ в·· внешнее. трение со всеми сопровРждающими . их ·-,..,_ 

/ ' Jt / 
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.. 
виями~ Существует нескоЛЬI(о · гипо::гез, , объясняю~их природу ~-· 
вия качения. Рассмотрим одну из них. : · с: J 

На гори~нтальную плоскость· поместим цилиндр, наход~ 
.под действием вертикальной сиЛЬI Q_ (рис. 144, а). Цилиндр nред
ставпя~т собоt 'упругое тело, поэтому в месте конrак~-с плоско~ю 

ll ·а 

; . 

Рис. 144.' 1 

он будет упруго деформироваться. Эпюра цапр.яже~нй смятия.· а пред~ 
стамяет собой симметричную относительно оси цилиндра .. ,ривую. 
Равнодействующая Rn напряжений а будет равна Q, противополож
но ей направлена; а линия ее действlf:Я будет сов~ть с осью ци-

•:--: · линдра. · 
б К цилиндру f,иложнм пару 

сил М (рис.· ~.44, б)>так, 'fl'обы он 
катился по . ПЛОСКОfl'И с ,JIОСТОЯН

ной . скоростью. Cor, явление пе-. 
рекатыванию·: nреод ~ . : .. тся ~омен
том М, т. ~- тр . ,.· · качеяня в 
данном случае оп~етсs момен-

~ "° том пары сид. : . , . . 
лl Эксперименталь~, путем уста-

.1-...о,~1"-----+-----~ новлено, что моме~ц- трения каче-

~, . ния пропорционален i~аtрузке 

. М=Ы). -.• J·._· (121) Рис. 145. ~ 

Коэффициент пропорциональности -k ~ к о эф ф-и1в:· вен т т ре-
н и)1 к а ч е ни я, имеющий размерность длины. . ·: .1 , 

. Физический смысл коэффициента трения качения -.Фжно устано
вить следующим образом. Если кщсое-либо у,пругое. рщльное · тело 

. постепенно· нагружать, то зависимость напряжения · ~ · деформации 
буд~ определяться кривой 1 (рис. 145), если. же разгружать, - кри
вой 2. Эrо' явление носит название упругого гистерозиса. 
Спедовательно, для одной и той же деформацШf /:J наiJряженне 

· при нагрузке ан боJIЬШе напряжения при ·разгрузке ар•" ··В·,.\tJЮЦессе 
перекатьtвания цилиндра (см . . рис. 144, б) по горизо~ной мо-

а: 



· , ~ , у~ткн,· · ~сnолаrающиеся · по . ваправаению ,цщ.сtЩ1Р1 
оо.'J'ЖИJrель:но ~ртикальиой- .оси, будут ваr-ружаться, а .p~aip

·t: противоnолmюиой стороны - раэrружа~ .. Поэтому· .' ,nюра 
в .яиtтий (,удет представ.пять собой уже несщ.шетричную. KplJВylO. 

Р "·~действующая Rп=li напряжений буде:r смещена на величину 
k в\ сторону д~ижения~ Из условия равно- Q _ 

вес~.· си;л, . приложенных к . цИJIИндру, 
M::ij'kQ, т. е.· в данной:· гипоrезе коэф
фи~щеirr трения качения. k выступае:r .как 
меq,р,' , )!а которое см~щена равнодей- р 
ству(ощая напрщкений смятия цилиндра ____ ....,, 
при ».в,жещш. . . . , .· 

Qр")J.елим ~ину CHJIЫ Р (рис. 146), -с:: 
под 91-ё6ствием КQТ9рой ци.линдр, нагру
жен~; силой Q~, ·буде:r катиться с no-
cтoяitrq\.' ·.·.· .. скоростью.: .. · по . горизонтальной·· 
плосИи. С прl\ЩОжением· CИJJ Q И р 
вознfrфт СИJIЫ R.4:,- норМ8JIЬная реакция 
мое~ и F -:- ·d,м:а трения скольжения . 

. Ji -t.словия рщsновесия. сил Rn =Q, F = Р и 
1 > ._.' . ~MA=Ph~,Rпk=O, 

откуда' ' 

·.·,.,, .. ~·' р = kQ . 

Рис. 146. • 

r· . h . 

l{a~~e ~а ~удет происходить при условии, что значение 
си~ . ~t:' б!~~~t~е . б~ше, чем _ мак~имальное значение· сИJIЫ .F = 

)1 (/ ,"\\ 1 ' tf . ' , 
• ;11 · f · · v-const ll 

!~ ·:-rij ---
\-' r----1~--........ --4-;...__ р 

;~ 
• 1 '-r--+~..---+----.-4--__.I 

f' 

1~j·;i; Рис. 147. 
'. ' . '1,1:\;~,· ' . . ' 

= fQ. · В ·пр01'W»lом ~ае цилиндр буде:r скоJIЬЗить. Слежоватепьно, 
'уело~: отс-~ скольжения буде:r при P<F ИJЧ! ·kQ <fQ, .отку- 1 

. ,: ,, 'iJ)i1 \ .· ' . 'h 1. . ' ,, k··t, 
да имеем -~.. · . , 

', ,,. ' ·> ' rtp··=· ·:· . а :·_с·- грузом Q'(рис. 147, а), перемещается. с; по
стоянноf.[С . . ю nри помощи силы Р, значение которой,.~ 
опредеJQ11Ь. 1

· усть D:...;. диаметр. колес тележки; d - ~аметр -~; 
;.1Эб 



1-коаффнцнент трения качения колеса по .. рельсу; f - ко!ффициент 
тревия скольжения цапфы в подuппшике.. . ; / 
'·Расчетную схему представим в виде одного катка, наrрУХ.(еН!fВГQ 

'CIUiaМR Q И р (рве.· 147, б). К цапфе будет DpИJIOжeR MoмellT :тре-

() 

Q 

() 

,.:, 

Рис. 148. Рис. 149. 

НИЯ СКОJJЫiения Мт, ,- а К колесу со стороны . ПJl~ТИ 
Rп· Из усл\вия равновесия сил, приложенных к к~у, 

Rп=Q,~F=P и ""'МА =РО.~мт-Rп~О.· 
- ~- 2 . 

Так как Mт=f/Q~, то из уравнения находим ,., 
. 2' '1, 

P=Q(t ;+:)- . 

CИJIЬI F и 

(122) 

Дnя определения сопротивл~ в подmипн~е .. качения рас
смотрим вначале вспаvогательную задачу о качении . цилиндров 1 и 
2, нагруженных силами Q (рис .. 148). Каждый из ЦИЛИНдров с ра
диусами поверхности R1 и R1, перекатр1ваясь под действием момен.
тов М1 и М1, вращается с,постоянной угловой скоростью соответ-
ственно (a)i и О\· . / · · 

мо_.ость трения качения, затрачиваемая ·в точке А контакта 
цитmдров 1 и 2, 

NA =N1A+N2A=M1mi+м.ю,=kQ (ю1 +O>s). , 
· В подшипнике качения (рис. 149) ·усилие Q . от вала 1 пёредается 

через виутреянее кольцо 2 шариками 8 или роликами, кo'l'()J)ЬI~. OIDl-
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~ся на на~ужное копьцо подunmника 4. ""При вращении вала с 
п~янной скоростью m момент М преодолевает трение качения в 
м.-гах А и В контакта каждого рОJП1Ка с внутренним и. наружным 
КОJ1Ыt8МИ подппmника. Мощность трения качения дпя одного ро-
тпщ . . 

Np=NA +Nв =kR,, (m+roб)+kR"m6 =kRп (00+2006 ). 
d 

Угловая скорость шарика 006 =оо~, ,тогда 

.. Np=kR"00(1 +f )· 
Мощность трения качения .для всего подшипника 

Nп=~kR"m (1 +f) koo(l +i)~R,,. 

3)1.есь k - коэффициент трения качения ~ка по наружному и 
внутревнему копьцам подшипника. 

Ec.rm полагать, что роликов в подшипнике бесчисленное мно
жество, то ~R,,~ 1,ЗQ, так как задача отыскания ·~R,,-апrеб
раической суымы -нормалъных сил, воспринимаемых ропиками под-
1,ШПЩИКа, будет аналогична задаче отыскания алгебраической суммы 
нормальных сил, действующих во· вращательной паре. . 

В результате · 

М~менf трения· в подшипнике качения 

М:;:: 1,ЗkQ ( 1 +~ )· (123) 

Об~но при· численных расчетах пользуются · понятием приsеден
но.rо кеэффицйента трения подшипника качения. В этом случае при-

, d 
ниыается М = f прq ; , т. е. момен, трения условно рассматривается 

. d 
на поверхности с радиусом, равным ...!, как момент трения скопь-

2 
жения. Тогда. 

откуда. 

/пр ~Q=l,ЗkQ_(l-r~), 

/пр=2,б!.(t +~)· 
dв ~ . 

Причем /пр ~0,01 для подшипников с шариками и со. СМОППIЬIМИ 
ро~ f~ ~ 0,02 - с витыми.роликами. 

10 Закаэ н, 644 



Глава VII. ДИНАМИКА МАШИН 

§ 37. Тахограмма и силы, действующие в машине 

Движение машины удобно представить в виде графической за
висимости ее скорости в функции времени, называемой та хо r рам
м ой (рис. 150). Под скоростью движения машины будем понимать 

Рис. 150. 

угловую скорость движения ее ведущего звена либо окружную 
скорость точки этого звена. Различают три периода движения ма
шины: 

1 период - пуск машины или разбег. Скорость машины возрастает 
от нуля до какой-то определенной величины. 

11 период-установившееся движение. В общем случае скорость 
машины меняется от максимального до минимального значений, в 
частном - может быть постоянной. 

III период - выбег или торможение. Скорость машины от ка
кого-то значения падает до нуля. 

В период установившегося движения различают циклы - время, 
по истечении которого ведущее звено машины возвращается в пер
воначальное положение, имея первоначальное значение скорости. 

Если циклы одинаковы, то движение называется ц и кл и чес к и м 
или пер и одическим. Движение машины происходит под дей
ствием сил, приложенных к звеньям. Различают две группы сил, 
действующих в машине: с илы ·д в и ж у щи е Р л, под действием 
которых скорость движения машины возрастает, и с и л ы с о п р о

т и в л е н и я Р с, под действием которых скорость движения маши-
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ны уменьшается. Работа движущих сил положительна, сил сопро
тивления - отрицательна. .. 

Силы сопротивления в свою очередь делятся на с ил ы по лез
н о го с опр оти вле ни я Рп.с и в ред ног о с оп рот и вле ни я 
р в·с· С ИЛ Ы П О Л е З Н О ГО С О Пр ОТ И В Л е Н И Я - это силы, для 
преодоления которых предназначена машина, например, силы сопро

тивления резания металла в металлообрабатывающих станках. "К си
лам вредного сопротивления обычно относятся силы трения, сопро
тивления среды и т. п. В одной и той же машине силы нельзя от
нести раз и навсегда к одной какой-либо группе. Обычно в процессе 
работы в некоторые периоды времени силы движущие меняются 
местами с силами сопротивления. Например, в двигателе внутрен
него сгорания сила давления на поршень в период сгорания рабочей 
смеси является движущей силой, а в период сжатия рабочей : сме-
си - силой сопротивления. , 

Движение машины описывается уравнением работ. Разность ра
бот за промежуток времени равна приращению кинетической энергии 
за это же время: 

Ад - Ас=Т2 - Т1 , 

где Ад - работа движущих сил; 
Ас - работа сил сопротивления; 

Т1 и Т2 - соответственно кинетическая энергия машины в начале и 
конце рассматриваемого промежутка времени. 

Работа сил на их перемещениях определяется по выражениям 
s s 

Ад= J Pдds И Ас= S Pcds, 
о о 

(ds - проекция перемещения точки приложения силы на ее направ
ление). 

Кинетическая энергия машины в общем случае определяется как 
сумма кинетичес1$:ИХ энергий в поступательном и вращательном дви
жении ее звеньев: 

где т, - масса звена; 

vsl - скорость центра тяжести звена;-. 

lsi - мqмент инерции массы звена относительно его центра тя
жести; 

ffit - угловая скорость вращения звена. 

В первый период скорость машины непрерывно возрастает, по
этому А,. - Ас> О за произвольный отрезок времени, во второй -
равна первоначальной по истечении цикла, поэтому Ад - Ас=О за 
цикл движения машины, в третий- непрерывно падает, поэтому 
А .. -Ас<О. 
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§ 38. Механический коэффициент полезного действия машины 
i 

Мех а н и чес к им к о эф фи ц и е н том полезного действия 
машины {к. п. д.) называется отношение работы сил полезного со
противления к работе движущих сил за цикл движения машины. 

f)=Ап.с. 
Ад 

(124) 

{Ал. с - работа сил полезного сопротивления). 

дз ······~ 

Рис. 151. 

Но Ас=Ал.с+Ав.с, а так как за ЦИКЛ Ад=Ас, то Ап.с=А,.
- А8 .с. Подставляя это значение в выражение {124), получим 

Т)=Ад-Ав.с=l _ Aв.r=l -$, (125) 
А11 Ад 

А 
\:где $=~ - коэффициент потерь в машине; 

Ад 
Ан. с - работа сил вредного сопротивления. 

Установим возможные пределы к. п. д. машины. Даже в самой 
совершенной машине тратится работа на преодоление CИJI вредного 
сопротивления, поэтому 'Ф >0. Тогда в соответствии с выражением 
(125) 11< 1. Вместе с тем, когда Ад=Ав.с, т. е. вся работа движу
щих сил тратится на преодоление сил сопротивления - машина ра

ботает вхолостую, 11=0. Таким образом, в машине 0<11< 1. 
Для группы последовательно соединенных машин {рис. 151) 

к. п. д. определяется следующим образом. Полагаем известными 111, 

112, Т)3 , ••• , ТJп - ~- п. д. отдельных машин (узлов), образующих 
агрегат. К. п. д. агрегата и отдельных машины 

Ап А 1 А2 Аз Ап 
11=-А , ТJ1 =-А , ТJ2=-А, 113=-, · · •, ТJп=-А--, 

д д I А2 п-1 

где Ад - работа движущих сил; 
А1 - работа сил полезного сопротивления машина 1 и движу

щих сил машины 2; 
А2 - работа сил полезного сопротивления машины 2 и движу

щих сил машины 3; 
Ап - работа сил полезного сопротивления всего агрегата. 
Произведение к. п. д. отдельных машин 

А1 А2 Аз Ап Ап (126) 111,112, 11з, · · ., ТJп-А • А . А • . • А - А -ri. 
д 1 2 n-I д 

Следовательно, к. п. д. группы последовательно соединенных ма
шин равен произведению к. п. д. отдельных машин, составляющих 
агрегат. 
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§ 39. К. п. д. винтовой кинематической пары 

Винтовую пару, как и ранее, представим в виде ползуна на на
клонной плоскости с приложенными к нему силами (рис. 152). 
Дадим ползуну перемещение вверх по наклонной плоскости. Работа 
силы Р будет работой движущих сил, а работа силы Q- работой 
сил полезного сопротивления, 

AQ Qh h 
тогда Т)=-=-, но 

Ар Ps s 
=tg а, а P=Q tg (a+(J)), по
этому 

tg а 
ТJ=--

tg( а+ <р) 
(127) · 

( ТJ - при относительном осе
вом перемещении винта и гай
ки в обратную сторону дейст
вия осевой силы Q). 

f 

4 
Рис. 152. 

Если же ползун будет перемещаться в сторону действия осевой 
силы, т. е. вниз по наклонной плоскости, то Q будет движущей, 
а Р - силой полезного сопротивления. Кроме того, сила трения 
будет уже направлена в противоположную сторону относительно по
казанной на рис. 152, поэтому 

tg (а-<р) 
ТJ=---С-._ 

tga 
(128) 

Отсюда при а<ср т~<О, т. е. движения под действием осевой 
силы Q не будет. Это явление называется с а мотор м ожени ем, 
а винтовая пара при а<ср - с а мотор м о з я щей с я. Самотормо
зящиеся винтовые пары широко используются в машинах для резьбы 
крепежных изделий, в винтовых домкратах и т. п. При определении 
к. п. д. в винтовых парах с непрямоугольной нарезкой следует 
принимать значение приведенного угла трения. 

§ 40. К. п. д. планетарных и дифференциальных механизмов 

К. п. д. планетарного механизма определяем при -условии, что 
в обращенном движении он равен к. п. д. обычного зубчатого ме
ханизма с неподвижными осями зубчатых колес. 

Дано: ТJ1 - к. п. д. обычного зубчатого механизма, равный к. п. д. 
планетарной передачи в обращенном движении (водило неподвижно), 
и числа зубцов зубчатых колес. Требуется определить к. п. д. пла
нетарного механизма ТJ. 
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Обозначим М1 , М3 и Мв 
J и В (рис. 153). Угловые 

соответственно моменты на звеньях 1, 
скорости и передаточные отношения 

для механизма в обращенном дви
жении будем обозначать со штри
хами ffi;, ffi~ и т. п. Момент дви
жущий, т. е. момент, приложенный 
к ведущему звену, считаем поло-

гг 
/ ' э 

Рис. 153. 

2' 

жительным, а момент, приложен

ный к ведомому звену, - отрица
тельным. Полагаем, что движение 
звеньев механизма происходит с 

постоянной скоростью. 
Из условия равновесия внешних 

сил, приложенных к звеньям меха

низма, 

(129) 

Передачу мощности рассмотрим в планетарном механизме при об
ращенном движении. 

Планетарный механизм 

Ведущее звено 1. Из условия баланса мощности M 1ffi1"1+ 
+Мв ffiв =0. Разделив это уравнение на ffiв, получим 

M1i1 - в'r)_+Мв =0, (130) 
где 

• (J)l 

t1-в=- · 
rов 

Ведущее звено В. Для этого случая 

M 1ffi1 +Mвffiвf)=0, 
откуда 

М1i1-в"1-1+Мв=О. 

Уравнения (130). и (131) можно объединить в одно 

M1i1-в"lk+Mв=0, 

(131) 

(132) 

где k= 1 при ведущем звене 1 и k=-1 при ведущем звене В. 

Механизм в обращенном движении 

Ведущее звено 1. Сумма мощностей 

M1ffi 1 f}1 +Msffi; =0, 
откуда 
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Здесь 
, 

·' (1)1 
t1-з=-,. 

Ю3 

_ Веду~ее звено 3. В этом случае 

M1ro; +M3ro;ri1 =0, 
откуда 

М1i;_з ri1 1 +М3=0. 
Уравнения ( 133) и ( 134) объединим в одно 

(134) 

_, k 
M1i1-зri /+М3=0, (135) 

где k1 = 1 при ведущем звене 1 и k1 = -1 при ведущем звене 3. 
Из уравнений (132) и (135) имеем 

и 

• k Мв 
t1-в11 +-=0 

м, 

Складывая эти уравнения, получим 

. k-f .• k 1 +Мв+ М3 О 
l1-вfl -t1-з1l I М1 М1 = , 

но из уравнения ( 129) имеем 

Мв+Мз=-l, 
М1 М1 

тогда 

i1-в11k+i;_3f}~1 = 1. 
Для планетарного механизма 

• ro1 - rов 1 i1-З --- -i1-B, 
Юз-ЮВ 

(136) 

так как ro8=0. Подставляя это значение i;_3 в выражение (136), 
после несложных преобразований будем иметь: 

1 - (1 - i1в) Т1t 1 
'Y}k= ------

i1-B 

Полученное выражение позволяет определить значение 
планетарной передачи ~в зависимости от передаточного· 
НИЯ il-B· 

Установим, какими следует принимать значения k и k1 
симости от величины i1 _ 8 . Возможно несколько случаев. 

1. Ведущее звено 1, поэтому k=l и М1 :>О. 

(137) 

к. п. д. 

отноше-

в зави-
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а) В обращенном движении ведущее звено 1, следовательно, 
k1 = 1. Поток мощности идет от ведущего , звена 1, поэтому 
' , , (J) 1 
M1ro1 > О, а так как М1 > О, то ro 1 > О или -> О. 

(J)l 

Но ro~ =ro1 - ro8 - угловая скорость звена 1 в обращенном дви
жении. Следовательно, 

ro1 -rов 1 _ rов = 1 _ -.-1-> О. 
ro1 ro1 l1-B 

Эrо возможно при i1 _ 8 <:О и i1 _ 8 > 1. Таким образом, при этих 
значениях i1 _ 8 k= 1 и k1 = 1. Подставляя их в выражение (137), 
имеем 

1 - (1- i1-B) Т'\1 

i1-B 
(138)-

б) В обращенном движении ведущее звено 8, следовательно, 
, , ro' 

k1=-l и M1ro1 < О, а так как М1 > О, то ro1 <О и - <О 
(J)l 

или roi -rов 1 - -.-1- <0. Эrо будет при О< i1 -в < 1. При 
ro1 l1-B 

этих значениях i 1-в, k= 1 и k1 = -1 
1 

1- (1 - i1 -в) -
ri, 

Т') = --------'---
i1- B 

2. Ведущее звено В, поэтому k=-1 и М1 <О. 

(139) 

а) В обращенном движении ведущее звено 1, следовательно, 

k1 = 1 и M1ro~ > О, т. е. поток мощности в обращенном движении 
идет от ведущего звена 1. Но М1 < О, поэтому ro; < О, а это опре
деляет, как уже было показано, значение i1 _ 8 в пределах 
О <.ii-в <: 1. При этих значениях i1 _ 8 k=-1 и k1 = 1. Тогда 
из выражения (137) 

1 l-(l-i1-B)f'J1 

fJ i1-B 
(140) 

б) В обращенном движении ведущее звено 8, следовательно, 

k1=-1 и M1ro~ < О. Но М1 <О, поэтому ro; > О, что определяет 
i1 -в < о и i1 -в > 1. 

При этих значениях i1 _ 8 k=-l и k1 =-1 

" 1 l-(l-i1-в)-
t'J1 (141) 
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Полученные выражения для к. п. д. планетарной передачи све
дены в табл. 3. 

Значенвяt 

0 < i1-B < 1 

Табл(ца 3 
К. п. д. планетарных передач 

Ведущее звено 1 - зубчатое 
колесо Ведущее звено В - водило 

1 - (1 - i1-B) 'tl1 

i1-B 

1- (1-i1-в)-1-
Т'11 

I (1 
. . • 1 

- -l1-в).-
Тl1 

i1-B 

1 - (1 - i 1-В) f11 

§ 41. Приведенна·я масса и приведенная сила 

При решении задач динамики, связанных с определением закона 
движения машины под действием заданных сил, удобно пользо-

а 

~ v'J v~ 

Рис. 154. 

r 
с 

ваться понятием приведенной массы и приведенной силы. Введение 
этих понятий позволяет решать задачи динамики независимо от того, 
что представляет собой рассматриваемая машина, т. е. решение 
будет применимо для любой машины. 

Пусть имеется какая-либо кинематическая цепь, состоящая из п 
звеньев (рис. 154, а). Центры тяжестей звеньев обозначим бук
вой S. Даны скорости всех точек звеньев, а следовательно, известны 
и угловые скорости звеньев. План скоростей для данной кинемати
ческой цепи построен (рис. 154, 6). 

Кинетическая энергия такой кинематической цепи представляет 
собой сумму кинетических энергий всех звеньев, которые в общем 
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случае имеют как поступательное, так и вращательное движения. 

Следовательно, 

(142) 

rде mi - масса звена; 

ft - момент инерции массы; 
Vsi - скорость центра тяжести звена; 

ffii - yr ловая скорость звена. 
tlримем какую-либо точку кинематической цепи за точку приве

дения. Пусть это будет точка А. Выражение (142) помножим и раз-
делим на v]- квадрат скорости точки А. В результате получим 

Обозначим через 
'n 

тп= ~ [mt ( ::' )
1 

+li ( :J2

] 

1 

и назовем эту величину п р и в е д е н н о й м а с с о й к и н е м а т и
чес к ой цеп и, тогда 

') 

тпvА 
Т=--. 

2 
(143) 

Таким образом, приведенная масса кинематической цепи щ1 -

это такая .и.асса, кинетическая энергия которой равна кинетиче
ской энергии всей кинематической цепи, т. е. сумме кинетических 
энергий приводимых масс. 

Найдем несколько иное выражение для приведенной массы. 
Из плана скоростей (см. рис. 154) имеем: vA =(Ova) kv, Vsi=(Ovs,)kv, 

(аЬ) ki, (Ьс) kv (тп) kv 
ffi1 =АВ' ffi2=~' ••• , ron= MN 

Подставляя значения скоростей в выражение для тп и сокращая. 
на kv, получим: 

mп= [т1 (~)• +..!L (~)2 ]+lm2( Ovs2 )• + 
Ova АВ1 Ova Ova 

+~ (~)· 1+ •. • +[тп (Ovsn )' +~ (_!!!!!._)']. (144) 
вс• Ova Ova MN1 Ova 

Из этого выражения видно, что приведенная масса · кинемат11че
ской цепи или механизма не зависит от масштаба плана скоростей, 
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а следовательно, и от скорости движения машины. Для данной, 
кинематической цепи или механизма она определяется отношением 
скоростей, т. е. зависит от положения звеньев кинематической цепи, 
занимаемого ими при движении. Иногда удобно пользоваться поня
тием приведенного момента инерции кинематической цепи. Физиче
ский смысл приведеrшоrо момента инерции / п такой же, как и при
веденной массы кинематической цепи. Пусть точка приведения А 
располагается на звене приведения ОА, вращающемся вокруг 
точки О. Тогда, пользуясь обычным соотношением между массой 
и моментом инерции массы, получим 

/11 =mп (ОА)2 . {145) 

Пр и веден н ой с ил о й называется такая сила, работа кото
рой на ее элементарном перемещении равна сумме работ приводи
мых сил. Пусть к точкам механизма, скорости которых известны, 
приложены силы Р1 , Р2 , ••• , Рп и Рп. 

Используя выражение для работы силы на ее элементарном 
перемещении (стр. 119), будем иметь 

п 

Мо~ (Рп) kvdt= ~ Мо (Pi) kvdl, 
•' 1 V 

где Рп - приведенная сила; 
kv - масштаб плана скоростей; 

М0 (Рп) и М0 (Pi)- соответственно моменты относительно полюса 
V V 

плана скоростей Ov сил Рп и Pi, перенесен-
ных с механизма в одноименные точки плана 

скоростей и повернутых на угол 90°. 
Обозначим через hп и hi соответственно плечо приведенной силы 

и плечо силы Pi относительно точки Ov, тогда 

п 

Pпhпkvdt= ~ Pihikvdt. 
1 

Сокращая на общий множитель kvdt, находим 

(146) 

Оrсюда видно, что приведенная сила, как и приведенная ,масса, 
не зависит от масштаба плана скоростей и, следовательно, может 
быть найдена при неизвестной скорости движения машины. 

В плане скоростей каждый отрезок, в том числе и отрезки 
hп и hi, представляют собой скорость. Поэтому произведение Pihi 
представляет собой мощность. Таким образом, J.Jощность приведен
ной силы равна сумме Jиощностей приводимых сил. 
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Используя понятия приведею-Jой массы и приведенной силы, 
массы всех звеньев механизма и силы, действующие на звенья, 

• 

Рис. 1'55. 

можно представить в виде одной приве
денной массы и одной приведенной силы. 
Следовательно, какой угодно механизм 
можно представить в виде механизма 

1-го класса (стойки и ведущего звена, 
входящих во вращательную пару 5-ro 
класса), к подвижному звену которого 
в точке приведения А приложена при
веденная масса т0 и приведенная си

ла Р "' представляющая собой сумму 
приведенной силы сопротивления Р п. с 
и приведенной движущей силы Р "· д 
(рис. 155). Это позволяет решать за

• дачи динамики для любого механизма в наиболее общем виде. 

§ 42. Истинная -скорость движения машины, время 
и ускорение 

Ранее при определении скоростей точек звеньев механизма при
нимали угловую скорость движения ведущего звена постоянной. 
В реальных машинах угловая скорость ведущего звена переменная. 
Причину этого можно установить, рассмотрев уравнение работ для 
машины за промежуток времени t2 - t1 

,, т v2 т v2 

А - А = ~ - ~ д с 2 .... 2 

Из этого уравнения видно, что скорость движения машины v 
может меняться вследствие изменения ~соотношения между работой 
сил сопротивления Ас и работой движущих сил Ад, а также вслед
ствие изменения приведенной массы т0 • Переменное значение 
Ад - Ас определяется характером нагрузки (например, у двигателя 
внутреннего сгорания непрерывно меняется сила давления газов 

на поршень при его перемещении, у поршневого компрессора про

исходит аналогичное явление и т. д.) или различными условиями 
приведения сил движущих и сопротивления. Часты случаи, когда 
постоянная сила с приведением ее к ведущему звену становится 

переменной, так как соотношения между скоростями точки при
ложения силы и точки приведения зависят от взаимного располо

жения звеньев, которое непрерывно меняется в процессе движения 

машины. 

Силы Ре и ·рд приложены к разным точкам, поэтому в каждый 
момент времени соотношение между скоростями этих точек будет 
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различным. Эгим объясняется изменение разности Ад - Ас;, а сле
довательно, и скорости движения машины. 

Изменение приведенной массы при движении механизма опреде
ляется изменением соотношений между скоростями движения масс 
его звеньев. Рассмотрим это на примере кривошипно-ползунноrо 
механизма (рис. 156). Если 
предположить, что 'ведущее - А 
звено непрерывно вращается -f4J~ 
с yr ловой скоростью ro = . \ 
= f(t), то звено 3 (ползун) о -1 
в крайних положениях имеет ---
скорость, равную пулю, а · 
в промежуточном положе- Рис. 156. 
нии - максимальную. Сле-
довательно, при перемеще-

нии из крайнего положения скорость звена 3 возрастает. Возрастает 
и кинетическая энергия этого звена. Оно получает кинетическую 
энергию от других звеньев, в том числе и от ведущего, скорость 

которого уменьшается. В промежуток же времени, когда звено 3, 

а 

tf 

·, 
'·--t---t----,-,-.--т---г-"г--т---.---т--r---,-L--

о 4 6 х 8 /О 

Рис. 157. 

перемещаясь из среднего положения к крайнему, теряет свою ско
рость, его кинетическая энергия воспринимается другими · звеньями, 
в том числе и ведущим, а это приводит к увеличению его скоро

сти. Таким образом, происходит непрерывное перераспределение 
кинетической энергии в машине, а вместе с тем и непрерывное 
изменение скорости движения ведущего звена, определяющей ско
рость машины. 
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Для определения скорости движения ведущего звена машины 
по вычисленным значениям, приведенным к точке А (см. рис. 155), 

о f 2 з х 

Рис. 158. 

сил движущих и сопротивле

ния построим диаграмму си.1 

в зависимости от переме

щения точки приведения S А 
(рис. 157, а). Масштабы по-

строения kP [::М] и ks [ :м] . 
Проинтегрировав этот 

график сил, получим диа-
.. . грамму работ сил или диа-

грамму кинетической энер-
5А tf гии машины (рис. 157, 6) 

в масштабе kт [кГмj. Вы-
. мм 

числив значения приведенной в точке А массы для каждого поло
жения механизма, можно построить диаграмму приведенных масс 

mп=f (SA) (рис. 158). а 
Для произвольного по- v,. 

ложения х механизма кине- Av 
тическая энергия машинь· 

mлxv; 
Тх=--, откуда 

2 

Vx=~ f 2 ~. (147) V тпх 

По этому выражению 
можно подсчитать значения 

скорости машины для всех 

положений ведущего звена 
и построить график скоро
сти (рис. 159, а). 

OL.__------------~------

Скорость движения ма
шины не будет постоянной, 
поэтому равные отрезки пу

ти будут соответствовать 
разным промежуткам , вре
мени. У становим зависи
мость времени движения ма

llШНЫ от ее перемещения 
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(перемещения точки 

fO 5" 

приведения). 



Известно, что dt= ..!_ ds, тогда 
V 

Следовательно, для определения диаграммы времени строим график 
1 
-= f (sA) (рис. 159, б) и интегрируем его. В результате получаем 
VA 
графическую зависимость времени движения· машины (рис. 159, в) 
от перемещения. ,. · 

Ускорение точки приведения ведущего звена машины 

WA = V (wл) 2+(w~) 2 , 
? v-

rдe Wл = _А - центростремительное ускорение точки А, которое 
ОА 

может быть определено для каждого положения 
механизма по графику скорости (рис. 159, а); 

ОА - расстояние от оси вращения звена, на котором 
располагается точка приведения А (см. рис. 155). 
t dv dv / dt У скоNние w А= - = - - , следовательно, для построения 

dt ds ds 

графика ускорения w~ = f (sл) следует продифференцировать график 
Vл = f (sл), затем график t=F (sл) 
и взять частное соответствующих i-.~1 

. ординат вновь полученных графи- 1:a-

dv dt 
ков - и - . В резу ль тате пo-

ds ds I 
лучим диаграмму ускорения w~ 
(рис. 160). У r ловое ускорение sA 

звена приведения ОА е0 - w~ 
л- ОА ' 

поэтому диаграмма w~ вместе с 
тем является диаграммой углового 
ускорения Еол- Отличие будет 
только в масштабах, соотноше- Рис. 16(). 

k 
ние между которыми k .. = -EL • 

ОА 

Иногда удобно истинную скорое ть движения машины определять 
иначе, чем это сделано выше. Пользуясь графиками Т=Т (sA) и 
mп=тп(sл) (см. рис. 157, б; 158), строим диаграмму T=f (тп), как 
это показано на рис .. 161,,. по точкам О, 1, 2... На участке уста
новившегося движения эта д,иаграмма будет представлять собой 

замкнутую кривую, так как на этом участке периодически повто

ряются значения приведенной массы и кинетической энергии. Возь-
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мем произвольную точку х на 

с началом координат О. У гол 

т 

lrт 

г---

а" 

Рис. 161. 

диаграмме и соединим ее прямой Ох 
между этой прямой и осью абсцисс 

---

обозначим через 'Фх· Ско
рость машины в поло

жении I х, как и ранееt 
будет 

v;= 2 ~= 2 kт(сх) 
тл" km (Ос) 

но 

сх 

Ос =tg 'Фх, 

тогда 

тп, km 2_2 kт t "1, Vx- - g 't'л (148) 
k,п 

т. е. на данной диаграмме 
квадрат скорости машины 

пропорционален tg 'Фх· 

§ 43. Соотношения между кинетической энергией, 
приведенной массой и скоростью движения машины 

Введем некоторые общие понятия, которыми будем пользоваться 1 

в дальнейшем. 
Сред н я я с к о р о с т ь д в и ж е н и я м а ш и н ы - постоянная 

по величине скорость, при движении с которой машина за цикл tц 

проходит путь, равный пути цикла sц, т. е. Vcp=~, но iц= 
fц 

~-ц 1 
= 1 - ds, следовательно, 

.! V 
о 

sц 1 
C-ds 
.) V 
о 

(149) 

Обычно в реальной машине колебания ее скорости при У:тано
вившемся движении сравнительно малы, поэтому вместо деистви

тельной средней скорости для практических расчетов можно принять 
среднеарифметическое значение скорости, т. е. 

Vmax+Vmin 
Vcp=---~-- (150) 

где Vmax и vmiп - соответственно максимальное и минимальное зна

чения скорости движения машины за цикл. 
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Коэффициент неравномерности хода машины 

Vmax - Vmin (151) 

С его помощью дается количественная оценка неравномерности 
движения машины. 

Обычно для каждой группы машин устанавливается определен
ное значение 6, которое считается UС'Лесообразным для нормальных 
условий ·работы машины. Для строгальных и долбежных станков 

1 1 1 1 6 =-+-, поршневых компрессоров - - +-, двигателей внут-
30 40 70 80 

1 1 
реннего сгорания - - + - . 

80 100 
При большой величине 6 будут большие колебания скорости 

машины, приводящие к дополнительным ускорениям движения звеньев, 

следовательно, и к дополнительным динамическим нагрузкам, что 

нежелательно. Кроме того, большие колебания скорости ведущего 
звена, привод которого осуществляется от электродвигателя, будут 
вызывать перегрузки двигателя или потребуют увеличения его мощ
ности. 

В период установившегося движения скорость машины меняется 
от Vmax до vmiв· Зна1!ения этих скоростей несложно определить из 
выражений (150) и (151) 

k 
Для диаграммы (рис. 161) v2 =2_! tg'l'x, следовательно, 

• х km 

• kт kr 
V~ax=2k tg 'Ч'mах И V~in=2k tg 'Ч'mi11• 

т т 

Из выражения ( 152) 
V~ax = v~P (1 + 6) И v;1n = V~P (1 - 6), 

(152) 

-(153) 

(154) 
~2 

так как - ;:::::; О вследствие малого значения 6. Из выражений (153) 
4 

и (154) имеем: 

tg 'Ч'mах = ~ :; V~P (1 +6); 1 
t 1\, - 1 km 2 (1 .1:.) g 'Ушiн---Vср - u. 

2 kт 

(155) 

Есе эти выражения позволяют для данной средней скорости 
и коэq::фиuиента нерашюмернсстw хода машины определить макси
малыюе и минимальное значения скорости в установившийся период 

. движения и, кроме того, на диаграмме Т = f (тп) найти углы 'Ч'niux 
И 'Ч'шi11· 
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§ 44. Регулирование скорости машины 

Действительная скорость движения машины, как уже было 
показано, переменная: она может меняться от максимума до мини

мума при, постоянной или переменной средней скорости. В случае, 
когда средняя скорость постоянна, действительная по истечении цикла 
будет иметь первоначальное значение, а так как приведенная масса 
тоже будет иметь первоначальное значение, то за цикл Ад - Ас=О. 
Следовательно, запас кинетической энергии машины за цикл остался 
неизменным. Это есть пер и од и чес к о е д в иже ни е. · 

В случае же, когда средняя скорость машины меняется, действи
тельная скорость по истечении какого-либо промежутка времени 
уже не имеет первоначального значе~ия, т. е. Ад - Ас?~ О. Следо
вательно, запас кинетической энергии машины отличается от перво
начального. Это есть непериодическо.е дв'ижение. Чтобы 
достичь 11ервсначальноrо значения средней скорости при таком 

движении; необходимо изменить в машине запас кинетической энер
гии. Задачи, связанные с уменьшением колебаний скорости, явля
ются задачами реrулированиw. Рассмотрим, как решаются эти 
задачи. 

Регулирование периодических колебаний скорости 

При данной средней скорости машины колебания действительной 
скорости определяются разностью Vmax - vmin, поэтому величина 

б Vmax-Vmiп характеризует изменение действительной скорости. 
Vcp 

1 Процесс регулирования заключается в достижении определенного 
значения коэффициента неравномерности хода машины, который 
осуществляется путем соответствующего выбора значения приведен
ной массы машины. Для решения этой задачи установим влияние 
параметров машины на скорость ее движещт. 

Пусть известны коэффициент неравномерности хода б и средняя 
скорость машины, µля которой построена диаграмма Т = f (т0) 
в период установившегося движения (рис. 162). Ранее было пока
зано, что на участке установившегося движения такая зависимость 

будет выражаться замкнутой кривой. Начало координат - точка О. 
Для данной диаграммы несложно построить углы 'ФmJx и 'Фmiп· 
Проведем из начала координат две касательные прямые к диаграмме, 
которые наклонены к оси абсцисс под углами 'Фmах и 'Фmiп· 

Предположим, что коэффициент неравномерности хода машины 
изменился и стал равным 61 , причем б1 < б. У становим, что произой
дет на диаграмме T=f (т0). Из (155) видно, что новое значение 
коэффициента неравномерности б1 определит углы 'Фimax и 'Фimin• 
причем 'Ф~mах<'Фшах, а 'Фimiп>'Фmiн· Если под углами 'Фimax и 'Фimin. 
провести две прямые, касательные к диаграмме, то они ПtWe-
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секутся в точке 01 , которая будет новым началом координат в си

стеме Т, пiп. 
Таким образом, уменьшение коэффициента неравномерности хода 

машины при всех прочих равных условиях приводит к новому 

началу координат диаграммы 

Т O = f(тп) при сохранении парал
лельности осей координат. Это 
0значает: что начало координат 
переместилось влево на вели

чину m0 и вниз на величину 

Т 0 • Оrсюда можно сделать вы
вод: для того чтобы умень
шить коэффициент неравно
мерности хода машины~ не
обхоdu,ио прuв_еденную массу 
машины увеличить на посто

янную величину т01 а кинети
ческую энергию -на величи

ну Т0 • 
Следует обратить внимание 

Рис. 162. 

на то, что дополнительная кинетическая энергия ·машины связана с 

увеличением приведенной массы на постоянную величину. Для звена 

т ~ mv2
_ П u 

ри данном значении кинетическом энергии увеличение 
:2 

массы приведет к снижению скорости. Для того чтобы сохранить 
Т v2 

скорость на прежнем уровне, следует сохранить отношение -;;; = 2 , 
т. е., уве.пичив массу, необходимо во столько же раз увеличить и 
юшешческую энергию. 

Практически для достижения заданного значения б увеличение 
нриведеююй массы на постоянную величину т0 достигается путем 
установки на ось ведущего звена или на ось звена, связанного 

с 11им постоянным передаточным отношением, колеса с массивным 

ободом - маховика. Назначение маховика - уменьшить коэффициент 
неравномерности хода машины до заданного значения. 

Рассмотрим, как rзыбирается маховик для определенных условий 
работы машины. Требуется при заданных параметрах машины опреде
лить массу и геометрические размеры маховика, обеспечивающие 
,11.вижение с задайным коэффициентом неравномерности хода машины б. 

Строим диаграмму кинетической энергии в функции приведенной 
массы для периода установившегося движения, т. е. диаграмму 

ЛТ=f (Лтп) с началом координат в точке О (полная кинетическая 
энергия машины вместе с маховиком Т = ЛТ + Т 0, а полная приве
денная масса mп=Лтп+т0). Эта диаграмма (рис. 163) будет. пред
ставлять собой замкнутую !{ривую. По выражениям (155) опреде
ляем углы 'Фmах и 'Фrnir~ и под этими углами на диаграмме ЛТ=f (Л!lln) 
проводим две касательные прямые до пересечения в точке 01, кото-
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рая будет новым началом координат диаграммы Т= f (тп), построенной 
для машины с маховиком. Прив~денная масса маховика m;=km (O1С). 

т 
),.1 

· Следовательно, измеrив от-
лТ I резок О1С, можно опреде-
А, лить приведенную массу ма

Рис. 163. 

ховика. Однако для прак
тических случаев б мало и 

поэтому углы 'Фmах·Й 'Pmin не
значительно отличаются друг 

от друга. Вследствие этого 
точка 01 пересечения каса
теJlьных прямых располагает

ся очень далеко, вне черте

жа, и отрезок 01С измерить 
не представляется возмож -
ным. Поэтому обычно для 
определения m0 поступают 

следующим образом. По чер
тежу (см. рис. 163) _имеем: 

АС ВС АВ 
tg 'Ртах - tg 'Pm1n - О1С - О1С - О1С. 

Из выражений (155) 

tg Ч'mах - tg Ч'шiн = :т vi/'· 
r 

Приравнивая правые части этих выражений и учитывая, что 

krn (01С) =mu, получим 
kт (АВ) 

mJ=---. 
OCJ~P 

(156) 

Следовательно, величина Щ.; выражается через отр~-3ОК АВ, 
ко rорый можно И3\fерить на чертеме. 

По величине mu найдем rеометриче(:кие размеры маховика. Пола
гаем, что ма,ювнк располагается на оси звена приведения ОА, 
тогда момент инерции маховика / =m0 (ОА)

2• Известно, что 
· G D2 · 
/ =-. -, где G - вес маховика, D - диаметр окружности, на кото-

g 4 
рой условно сосредоточена масса маховика. Величина G02 =4g/ -
маховой момент маховика GD2 =4gmu (ОА)2 • Принимая m0 по выра-

жению (156) и учитывая, что t'cp =ffi=~, получим 
ОА 30 

GD2= 3600kт (АВ) кгм2 (157) 
бn' ' 

где п - число оборотов маховика (звена приведения ОА). Здесь 
принято n1 ::::::::: g. 
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Вес обода маховика (рис. 164) G=abnDy, тогда GD2=abnDyD2, 

где у - удельный вес материала маховика в кг/м3 • Полагая, что 
a=k1D и b=k2D, получим GD2 =nk1k2yD&, откуда 

Обычно 

Рис. 164. 

V
5 г GDS 

D= --м 
k1k2лv • 

1 1 1 1 
k =-+- и k. =-+-. 1 5 10 ' 2 5 10 

(158) 

Если маховик располагается 

на звене 2, связанном со звеном приведения 1 постоянным переда-
. 002 

точным отношением t1.-i = - , то момент инерции этого маховика 
001 

/ 1ooi 
/ 2 определяется из условия равенства кинетической энергии -

2
-

1200~ / / 1 GD2 
=-

2
-, откуда 2 = -_

2
--, а /1 = 

4
g , где GD2 определяется по выра-

12-1 

жению (157). 
Из полученного выражения для / 2 видно, что момент инерции 

ма~овика в i~_1 раз меньше момента инерции маховика, установлен-

ного на звене приведения. Следовательно, чем быстроходнее звено, 
на котором установлен маховик, тем меньше его момент инерции, 

вес и габариты. Однако из этого не следует, что маховик надо 
устанавливать всегда на быстроходном звене. Целесообразность 
установки маховика определяется характером и величиной пиковых 
нагрузок, воспринимаемых исполнительным звеном и передаваемых 

передаточным механизмом маховику. 

На рис. 165 приведены две тахограммы, дающие наглядное· 
представление об ~ффекте установки маховика для скорости движе
ния машины (кривая 1 - скорость движения машины до установки 
маховика: кривая 2 - с маховиком). Колебания скорости значи
тельно уменьшаются и определяются заданной величиной б. 

Примерный расчет маховика. Дана кинематическая схема порш
невого компрессора со всеми размерами звеньев, индикаторная диаг

рамма (рис. 166), средняя угловая скорость ведущего звена и коэф
фициент неравномерности хода машины. Момент движущих сил на 
валу кривошипа постоянный. 

157 



Траекторию движения А (точки приведения) ведущего звена за цикл 
разбиваем на ряд равных отрезков и строим механизм во всех этих 
положениях. В рассматриваемом примере все вычисления приводятся 

~ i; cs 
:.:::, - t: 

:.. 

Рис. 165. 

для одного положения меха

низма, так как для всех 

остальных положений вы
числения идентичны. 

Сила, действующая на 
поршень компрессора, Р в=== 

=(ef) kpFп (fп - пло1цадь 
поршня). Пользуясь пострс
енным планом скоростей 

(рис. 166), опрсде.пяем IIри-
веденную к точке А каса
тельную силу Р' как резу ль
тат действия силы Р 8 . Ис
поJJьзуем теорему Н. Е. Жу-
ковского о жестком рычаге. 

Силы Р 8 и pt повертываем на угол 90° и переносим соответствt'ШЮ 
в точки Ь и а плана скоростей. Тогда (Ovb) Р8 =(0.~,а) pt , откуда 
Pt _ р 0,,Ь - в--. 

Dua 

Рис. 166. 

Определив таким образом в каждом положении механизма при
rзеденную касательную силу, строим диаграмму приведенных каса

тельных сил (рис. 167, а) за цикл движения машины.,. Отрицатель
ные значения сил откладываем вниз, положительные - вверх. Затем 
интегрируем диаграмму приведенных касательных сил и получаем 

диаграмму работ сил сопротивления (кривая 1 на рис. 167, 6). 
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По условиям задачи момент движущих сил на валу кривошипа 
·(звено ОА) постоянный. Следовательно, диаграмма работ движущих 
сил будет выражаться прямолинейной зависимостью, а так как, 
за цикл Ад - Ас=О, то в начале цикла (положение О) и в конц~ 
(положение 12) ординаты работ Ад и Ас будут равны между собой, 

а 
pt 

,.t,D 

о --
L 

t5 

J 
LI 

лА 2 -4д-Ас 
6 8 tO f2 5 Л.4 

(J:т,лТ} о Лs 

Рис. 167. 

но противоположны по знаку. Поэтому диаграмма работ движущих 
сил будет представлена прямой 2' (см. рис. 16 7, 6). 

Для удобства получения разности Ад - Ас строим диаграмму 
работ Ац в области отрицательных ординат в виде прямой 2. Затем 
строим диаграмму разности работ ЛА=Ал - Ас (рис. 167, в) путем 
непосредственного замера разности ординат графиков 1 и 2. Диа
грамма разности работ представляет собой и диаграмму кинетиче-
ской энергии ЛТ. . 

Далее по выражению (145) определяем значение приведенной 
к точке А массы механизма и строим диаграмму приведенных масс 
(рис. 168). По диаграммам приращения кинетической энергии и при
веденной массы строим диаграмму кинетической энергии в функции 
приведенной массы (рис. 169). Получаем замкнутую кривую. Следует 
обратить особое внимание на знаки ординат. Огрицательные значения 
величин откладываются вниз, положительные - вверх. По выраже-
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ниям (155) определяем углы 'Фmах и 'Pmin, под этими углами прово
дим к диаграмме дТ = f (Лт0) две касательные прямые до пересече

ния с осью ординат в точках А 
тп и В. Замерив отрезок АВ, по вы-
kгп ражению (157) определяем махо

о z б 8 

Рис. 168. 

вый момент маховика, а затем, 
задавшись значениями k1 и k,., по. 
выражению ( 158) - его диаметр· 
и сечение. 

Регулирование непериодических 
колебаний скорости 

Непериодические колебания 
скорости связаны с изменением. 

запаса кинетической энергии ма
шины, что определяет изменение средней скорости движения маши
ны. Задачей регулирования при таком движении является поддержи
вание средней скорости движения машины на заданном уровне. 

Л9'тах 
~,л 

Рис. 169. 

' Обычно это осуществляется автоматически без участия человекаr 
Устройства, поддерживающие скорость движения машины на задан
ном уровне, называются а вт ом ат ическ и ми ре ry л ято р а ми 
с к о рост и. Они изменяют в машине соотношение между работой 
движущих сил и сил сопротивления, а следовательно, и кинетическую 

энергию. 

Первый промышленный pery лятор был построен известным меха
ником И. И. Ползуновым в 1765 г. и применен для автоматического 
поддержания уровня воды в котле паровой машины. Устройство 
этого регулятора показано на рис. 170. 

Регулятор скорости движения паровой машины был изобретен 
в 1784 г. английским механиком Д. Уаттом. Устройство этого 
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центробежного регулятора показано на рис. 171. Движение от вала 
машины 1 через пару конических зубчатых колес передается регу
лятору, который будет вращаться с угловой скоростью rop. При 
увеличении угловой скорости под действием центробежных сил 
массивные шары 2 будут· перемещаться в сторону от оси вращения 
и поднимать муфту 3. Движение муфты через рычажную систему 
·будет передаваться клапану 5, который перекрывает доступ движу
щих сил Рд (в рассматриваемом случае пара) в машину. В резуль
тате скорость машины падает, центробежная сила масс 2 уменьша
ется. Под действием веса муфт~1 3, натяжения пружины 4 и весов 

Рис. 170. Рис. 171. 

масс 2 они перемещаются в сторону оси регулятора, а муфта 3, 
-опускаясь, поднимает клапан 5. Приток движущих сил (пара) 
в машину увеличивается и скорость возрастает. Процесс регулиро
вания совершается непрерывно до тех пор, пока не наступит равно

весие сил. Подъемная сила муфты через жесткую рычажную систему 
непосредственно передается клапану, регулирующему доступ движу

щих сил в машину. Поэтому такая схема носит название прямого 
регулирования. Недостатками ее являются: 1) большие габариты 
регулятора при необходимости получения большой подъемной силы 
для перемещения клапана; 2) отличие скорости машины после 
совершения процесса регулирования от первоначальной. 

Большие габариты регулятора нежелательны: с увеличением 
габаритов ухудшаются его' регулирующие свойства. Изменение ско
рости после совершения процесса регулирования объясняется тем, 
что после увеличения нагрузки на машину клапан 5 должен быть 

• поднят, так как увеличивается приток движущих сил к машине. 

Это приводит к опусканию муфты 3 и сближению масс 2, а значит, 
к новой угловой скорости регулятора и машины, так как каждому 
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наложению муфты соответствует вполне определенная угловая скс-
рость. 

Указанные недостатки схемы прямого pery лирования частично 
или полностью устраняются схемами непрямого регулирования. 

На рис. 172 показана схема непрямого регулирования с жестким 
nыключателем. При увеличении скорости машины, а следовательно 

д 8 

5 

~~7-

~--~ 
Рис. 172. 

и регулятора, массы 1 переме
щаются от оси регулятора, а 

муфта 2 поднимается и уuJ1е
кает за собой рычаг 3, кото
рый будет поворачиваться во
круг точки А, так как подъ
емная сила регу .пятора ма.па. 

Шарнир В перемещается вверх 
и открывает нижний клапан б 
сервомотора 4. Рабочая жид
кость (обычно масло), находя
щаяся под давлением, устрем

ляется в нижнюю полость 

цилиндра 8. Поршень 9 идет 
вверх, а клапан 7 перемещается 
вниз, уменьшая доступ дви

жущих сил к машине. В ре
зультате скорость машины 

уменьшается. Муфта 2 и рычаг 
3 опускаются, поворачиваясь 
вокруг шарнира А. Шарнир 
В перемещается вниз и откры

вается нерхний к,паIIан 5 сервомотора. Рабочая жидкость поступает 
u верхнюю полость цилиндра 8. Затем поднимается клапан 7, работа 
движущих сил возрастает и скорость движения машины увеличи

вается. Таким образом, процесс регулирования происходит до тех 
пор, пока не наступит состояние равновесия. 

В этой схеме подъемная сила, необходимая для 11rремещения 
клапана 7, у.же не зависит от подъемной силы муфты 2 регулятора. 
Она определяется величиной дав.r~ения рабочей жидкости и п.10-
щадью поршня 9 цилиндра 8. Следовательно, эта схема позволяет 
иметь необходимую подъемную силу без увеличения габаритов регу
лятора. При увеличении или уменьшении нагрузки на машину кла
пан 7 либо поднят, либо опущен, а так как он жеспю связан с 
муфтой 2, то муфта буде,т занимать различные положения в 3ави
симости от различных угловых скоростей регу.пятора, а сJ1едоuа
тельно, и скоростей l\1ашины. Это значит, что данная cxe::via регули
рования также не обеспечивает первоначальной скорости машины 
после совершения пронесса регулирования. 

Другая схема непрямого регулирования (рис.- 173) с нежестким 
пыключателем или схема изодромного регулирования действует ана-
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логично предыдущей. Отличие заключается в установке пружины 12 
и катаракта 10. Это .устройство носит название изодрома. В схеме 
нет жесткой связи между рыча
гом 3 и клапаном 7. Поэтому пос
ле совершен11я процесса pery ли
рования точка В занимает перво
начальное положение (клапаны 5 
и б закрыты) и точка А также 
займет перноначальное положе
ние, так как пружина 1 О будет tf · 
возuращать ее на место. Про
изойдет только относительное 10" 

f 

смещение поршня 11 катаракта __ _., ... _'::=::=::=====:t:~Г 
вверх или вниз в зависимости от 

того, какое положение носле со- 9 
вершения процесса регулирования 

займет клапан 7. Таким образом, 
данная схема регулирования, с 

одной стороны, позволяет полу
чить необходимую подъемную си
лу для перемещения клапана 7, 
а с другой - первоначальную ско
рость после совершения процесса 

регулирования. 

Кинетостатика центробежного 
соотношений между параметрами 

д 8 

6 

---....J,.,..__7 -

2-

Рис. 173. 

регулятора. Для установления 
регулятора и угловой скоростью 

его в ращения или скоро
стью движения машины рас

смотрим его кинетостатику. 

Регулятор вращается с 
угловой скоростью wp, при 
которой его звенья не пере
мещаются в плоскости, со

держащей ось регулятора 
и его звенья. В этом слу
чае все силы, действующие 
на регулятор, находятся в 

r-----+-__ .olL равновесии, а угловая ско-

Рис. 174. 

рость wP называется р а в н о
в е с н о й у r л о в о й с к о
рост ь ю. На рис. 174 по
казан регулятор с прило

женными силами. При ре
шении задачи полагаем, что 

вес звеньев pery лятора и 

силы трения в парах малы 

и не учитываются. 
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Обозначим через Р п 1 приведенную к муфте N силу от действия 
сил G1 (веса масс Е и F), G2 (веса муфты N) и Р (натяжения пру

жины), через Рп, - при
веденную к муфте силу 
от действия сил Р11 (цен
тробежных сил масс Е 
и F) 

р G1 2. 
f1=--ffipX-

g 

Рис. 175. Из условия равнове-

сия сил, приложенных 

к муфте N, имеем Рп1 +Рп 2=0. ·значения приведенных сил найдем 
по методу Н. Е. Жуковского. Для этого построим план скоростей 
для регулятора в плоскости чертежа (рис. 175) и, повернув все 
силы на угол 90°, перенесем их с регулятора в одноименные точ
ки плана скоростей. Приведенные силы определятся из условий 

• 
Pn1VN=G2vN+2G1vpsina+2PvL cosa 

р 2 
G, 2 

пi'N= - _. ffipXVpCOSa. 
g 

Из этих выражений находим Рп1 и Рп1 , Суммируя их и прирав
нивая сумму нулю, после несложных преобразований находим рав
~овесную скорость регулятора 

G2+2a1 Vp sina+2P~ cosa 

G Vp 2-1 х- cosa 

VN VN (159)' 

g VN 

Полученное выражение для ыР связывает угловую скорость вра
щения регулятора (скорость машины) с параметрами регулятора. 
Пользуясь этим выражением, можно выбрать основные параметры 
регулятора. Как видно, угловая скорость ffip зависит от положения 
регулятора, определяемого координатой х. Удобнее пользоваться 
координатой z (см. рис. 17 4), фиксирующей положение муфты регу
лятора и связанного с ним клапана, который регулирует доступ 
движущих сил в машину. На рис. 176 приведена графическая зави
симость положения муфты регулятора от равновесной угловой с1<0-
рости. 

В преде.rrах возможного перемещения муфты регулятора скорость 
его меняется от ffim1n до ffimax· Это изменение скорости регулятора 
принято характеризовать коэффициентом регулирования скорости 

Е= Ыmах - Ыmin ' где fficp Ыmах + Ыmin Величина Е задается при 
Ыср 2 

проектировании регулятора. Определяя соотношения между равновес-

164 



ной угловой скоростью регулятора и его параметрами (159), силы 
трения в кинематических парах не учитывали. Однако они оказыва
ют свое влияние на работу регулятора. 

Предположим, что регулятор, вращаясь с угловой скоростью ffi, 

находится в равновесии при положении муфты, определяемой коор
динатой· z (рис. 177, точка А равновесной кривой). При увеличении 
скорости регулятора центробежные силы Р и возрастают, но избыток 

z 
,,с/'(.) с../ 

(.J / 

Рис. 176. Рис. 177. 

сил при этом не преодолевает сопротивления сил трения· и муфта 
регулятора не перемещается. И только при увеличении скорости до 
ю' (точка С графика) регулятор начинает реагировать и муфта пере
мещается вверх. Аналогичное явление будет при уменьшении ско
рости регулятора до значения ro", при которой начинается переме
щение муфты вниз (точка В графика), так как только при этом 
значении угловой скорости регулятора избыток веса шаров и муфты, 
а также натяжения пружины над центробежными силами Р и прео
долевает сопротивление трения в кинематических парах регулятора. 

Таким образом, в пределах отрезка ВС регулятор не реагирует 
на изменения его угловой скорости, т. е. не чувствует изменения 
скорости. Если рассмотреть это явление для всех положений муфты 
регулятора, то будем иметь поле (на рис. 177 заштриховано), в пре
деJJах которого регулятор не чувствует изменения скорости. Это 
поле называется зон ой не чувств и тел ь н о ст и ре r ул я тор а. 
Свойство нечувствительности регулятора количественно оценивается 
коэффициентом нечувствительности 

<й' - <й"' 
'У)=---

(J) 
(160) 

<й' + <й"' 
где (J} ~ 

2 
- равновесная yr ловая скорость для идеального 

регулятора без трения. Из этих выражений имеем ro' =ro ( 1 + f) и 
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ffi" =ffi ( 1 - f) . С учетом коэффициента нечувствительности коэф
фициент регулирования скоро~ти 

' _ ". rom;ix (1+l )- romin (1 - l_'i 
l:\=--= 

(J)max (J)m1n 2 2 · 

rocp fficp 

((t) (t) . )+ ffimax+Ыmiп 
max - m111 

2 
11 

(161) 
fficp 

откуда 

Следовательно, при 
чивается коэффициент 

учете нечувствительности регулятора уве.ли

регулирования скорости. В::1жным свойством 
регулятора является устойчивость. Под 
устойчивостью регулятора пони
мается его свойство при выходе из 
состояния равновесия вновь возвра

щаться в первоначальное или близ

кое к нему положение. Если регуля
тор выйдет из состояния равновеси,~ 

/J 

, и это состояние будет усугубляться, 
~-+--r---t-... A~к __ Pпz · то такой регулятор не будет устой

чивым. Это приведет к тому, что ре
гулятор придет к крайнему нижнему 
или крайнему верхнему положению. 
И в том и другом случае он пере-

х 

станет регулировать. Машина может 
Рис. 178. остановиться или пойти вразнос. 

Свойство устойчивости можно установить по характеристике ре
гулятора. Силы, действующ~е на регулятор, приведем к центру мас-

сы F (рис. 178). Здесь Р~ 1 - приведенная сила как результат дей
ствия сил G1 ,. G2 и Р, сила Р;1 2 - приведенная сила как резульпп 
действия сил Ри. Силу Р~ 1 несложно определить по методу 
Н. Е. Жуковского аналогично силе Рп 1 , используя план скоростей 
(см. рис. 175). 

V 

P~
1
=2G1 tg a+G2 vN +2Р _!::_ . (162) 

VpCOS а Vp 

с р . 2 G1 2 " 
ила же 112 = - - ffipX, т. е. равна удвоеннои величине цент-

g 
робежной силы. 

На рис. 179 показана криволинейная графическая зависимость 

силы Р~. в функции х. Кривая носит название характеристик и 
ре r ул я тор а. Зависимость Р~2 qт х будет изображаться прямой 
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линией-линией центробежных сил. Точка А пересечения характе
ристики регулятора с линией центробежных сил определяет равно-

весие регулятора, так как в этой точке:Р~ 1 +Р~1 =0. Если регуля
тор вывести из состояния равновесия путем поднятия муфты N, то 
увеличится х и регулятор окажется~в точке А1 характеристики. Если 
же теперь регулятор предоставить самому себе, то он вернется в 
исходное положение. Это будет происходить в точке А1 и во всех 
точках, расположенных за ней, так как при всех значениях х > Хр, 
Р~, > Р ;1 2, и масса F будет пере
мещаться в сторону большей си- А' 
лы, т. е. к оси регулятора, а на /t 
характеристике - к точке А. Если nz 
регулятор вывести из состояния 

равновесия, опустив муфту N, то 
уменьшится х и регулятор ока

жется в точке А2 характеристи-
ки. Пред оставив регулятор само-
му себе, убеждаемся, что он воз
вращается в исходное положение, 

так как при всех значениях х < Хр, 0 "----...._-+ х 
Р;1 1 < Р~2 и масса F перемещается ____ xL __ __ 

в сторону·бо.пьшей силы, т. е. от 
оси регулятора, а на характеристи- Рис. 179. 
ке - к точке А равновесия регу-
лятора. Все это указывает на то, что регулятор будет устойчивым. 

На рис. 180 показана характеристик~: неустойчивого регулятора, 
для которого при х ~ Хр, т. е. при выходе регулятора из состояния 

, равновесия это состояние будет 
P"t ц;тах усугубляться, так как большее зна-
Р/,2 чение приведенной силы будет всег

да направлено от пол< жения равно

весного состояния регулятора. В 
этом несложно убедиться, сопоста
вив значения сил Р' и Р' с~1ева 

П1 П2 

и справа от точки равновесия А 
(рис. 180). Обычl-{о устойчивость 
регу .11ятора рассматривается во всем 

диапазоне изменения его угловых 

скоростей ОТ ffimit1 ДО Ютах, ДЛЯ КО
ТОРЫХ линии центробежных сил бу-

Рис. 180. дут различны. 

При рассмотрении устойчивости 
нельзя учитывать один pery лятор без объекта регулирования - ма
шины, так как это может привести к неправильным ,выводам. 

Ранее было установлено, что каждая машина имеет определен-. 
ное значение коэффициента неравномерности б. Обычно, принимает-
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ся 6 < 11, чтобы регулятор не реагировал на изменение скорости в 
пределах 6. В противном случае неравномерность хода машины н~ 
уменьшается, а увеличивается. 

§ 45. Уравновешивание вращаютихся масс 

При· ·вращении звеньев, центр тяжести которых не совпадает с 
осью вращения, возникают силы инерции, передающиеся на опору. 

Рис. 181. 

Эги силы при больших скоростях вращения звеньев 
могут до~тигать большой величины. Учет их при рас
чет~ опор прив~Jд,1-п к болыrшм их габзритам при не
обходимой рабло~пособности. Вмест~ с т~м больш ис 
усилия, периодически воздействующие на опору с 
частотой, раваой угловой скор:::>сти вращ~ния зв~на, 
приводят к возникновению колебаний, создающих 
дополнительны~ нагрузки на опоры. В качестве при
мера рассмотри\1 действие центроб~жной силы инер
ции Ри (рис. 181) на опору от неуравновешенной 
массы т, расположенной на расстоянии l на звене, 
которо~ вращается с углоюй скоростью ю. Сила инер
ции Р и= - ты'Ч. Еслн при пять n2c массы G-=J, 1 кг, 
l=l м и число об_оротов звена n=3J00 о5/,иин, 

то Р11= - ~\( л-ЗООО J\
2 

-1 = -1000 кг, т. е. неуравновешенная 
9,81 30 

масс:э. несом всего О, 1 кг приводит к силе инерции, действующей 
на опору в 1 ООО кг. В современных машинах имеются звенья, число 
оборотов которых: в минуту достигает несколько десятков тысяч и 
бол~е. В этом случае малейш2е несовпадение центра тяжести звена 
с осью вращения приводит к колоссальным сила:\1 инерции, воспри

нимаемым опорами. 

Задачей уравновешивания вращающихся масс является устра
нение действия на опоры сил инерции от неуравновешенных масс. 
Различают две основные задачи. Одна задача связана с уравнове
шиванием масс конструируемых звеньев, т. е. на чертеже. Решение 
этой задачи осуществляется расчетным путем. Другая задача связа
на с ураgновешиванием уже готовых звеньев. 05ычно уравновешен
ное на чертеже звено после его изготовления оказывается неуравно

вешенным вследствие неоднородности материала звена и неточности 

изготовления. Эга задача решается практически путем балансировки 
звеньев. 

Расчетное уравновешивание вращающихся масс 

Уравновешивание одной массы. Имеем звено, в котором на рас
стоянии от оси вращения l1 располагается неуравновешенная масса 
т1 (рис. 182). В общем случае звено может вращаться с перемен
ной скоростью, т. е. кроме yr лавой скорости ю будет иметь место 
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у1'.ловое ускорение е. В результате будут две силы инерции - центро
бежная Ри 1 = -m1w2l1 и касательная P~=-m1el1 • Каждая из этих 
сил будет восприниматься опорой О. Уравнове
'..:И!\1 вначале силу Ри 1 • Условие уравновешивания 

Ря1+ Ри = О. (163) 

Здесь Ри= - тю2l -сила, являющаяс5l 
результато!\1 приложения массы т на расстоя-

нии l по линии действия сш1ы Р11 1 • Подставив ,J 

в уравнение (163) значение сил и сократив на 
-общий множитель w2, получим: 

т1 l1 +ml=0. (164) 

Это и бу.1.ет условие уравновешивания си
лы Р и 1 • Сл2довательно, для того чтобы урав-
новесить центробежную силу, необходимо при- Рис. 182. 
ложить допо.ттнптельную массу таким образом, чтобы сумма стати
ч~ских мо:\llечтов дополнителыюu массы и неуравновешенной массы 
относительно оси вращения равнялась ну.лю. Для этого массу т 

нрикладываем к звену по 

Р, линии действия силы Рн 1 
с противоположной сторо
ны оси вращения О (см. 
рис. 182). С приложением 
дополнительной массы т 
возникает не только сила 

P,i, но и сила pt = - mel. 
Условие (164) умножим 

на е, тогда т1вl1 +mel=O 
или Р1 + pt=O. Это есть ус
ловие равновесия касатель

ных сил. Следовательно, 
усJювие уравновешивания 

центробежных сил (164) 
вместе с тем является и 

Рис. 183. условием уравновешивания 

касательных сил, т. е. пол

ны\1 условием уравновешивания массы m1 • Это указывает на то, 
что. при уравновешивании масс необходимо уравновешивать центро
бежные силы инерции, касательные же силы инерции будут уравно
вешиваться автоматически. Поэтому в дальнейшем будем рассматри-
вать только центробежные силы инерции. · 

Уравновешивание нескольких масс, расположенных в одной 
плоскости. Рассмотрим звено (рис. 183, а), на котором располага
ются три неуравновешенных массы т1 , m2, т8 соответственно на 

расстоянии 11 , l2 , 18 от оси вращения О. Задача для многих масс 
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решается совершенно аналогично, поэтому в случае необходимости 
можно рассмотреть уравновешивание и большего числа масс. При 
вращении звена с угловой скоростью ffi будут возникать центробеж
ные силы инерции 

P1=-ffi2l1m1; Р2=-ш2l2т2 ; P3=-(u2/3m3• 

Для устранения действия этих сил на опору О необходимо при

ложить дополнительную силу Р при условии, . что /51 + Р 2 + Р 3 + Р = 
=0. Полагаем, что сила Р является результатом приложения мас
сы т к звену на расстояние l от оси вращения, тогда Р=-ш2lт. 

1 л ш 

i 
,8 

I Р I Zo 
~'------r---------~----

l:· ~ '_z ___ Z-=J ______ "'"' 

Рис. 184. 

Подставля5! в уравнение значения сил и сокращая на ш2 , rюлучим 
условие уравновешивания масс 

m1l1 + m2l2 + тзfз + ml -=0. (.165) 

Неизвестный вектор ml определяем путем построения этого урав
нения (рис. 183, 6). Зная вектор ml, задавшись т, находич l, или, 
задавшись l, отыскиваем т и располагаем на звене (см. рис. 183, а). 
Таким образом, несколько неуравновешенных масс, рас1юлагаю
щихся в одной плоскости, можно уравновесить одной массой, рас
полагающейся в этой же плоскости. 

Уравновешивание нескольких масс, располагающихся в различ
ных плоскостях. На звене (рис. 184) в различных плоскостях I, 
11, 111 располагаются неуравновешенные массы m1 , m2 , т3 на рас
стояниях 11 , 12 , l3 от оси вращения звена АВ. Возникающие при враще
нии звена силы инерции Р1 =-ш2l1m1 , P2 =-<u2l2m2 , Р3= -ffi2/3m3 
будут восприниматься опорами А и В. Для того чтобы исключить 
действие этих сил на опоры, необходимо уравновесить не только 
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эти силы, но и моменты, создаваемые ими. Вначале будем уравно
вешивать силы. Условие уравновешивания 

l\ + Е\ + l\ + Р=О. 
Здесь P=-mw2l - сила, являющаяся результатом приложения 

дополнительной массы т на расстоянии l от оси вращения. 

Рис. 185. 

Плоскость пр11:южения массы будет произвольной. Пусть это 
будет плоскость 1. Подставив в уравнение значение сил и сокращая 
на ш2 , получим 

(166) 

Неизвестный вектор ml находим путем построения этого урав
нения (рис. 185, а). Будем уравновешивать моменты, создаваемые 
всеми этими силами и воспринимаемые опорами А и В. Условие 
уравновешивания моментов 

/'ДЕ' 

Момент Mu является результатом приложения двух масс m0 , 

создающих пару сил. Нельзя по\fещать только одну массу m0 , так 

как нарушается равновесие сил. Если в уравнение равновесия мо
ментов подставим их значение и сократим на общий множитель ro2

, 

то получим ' 

т1/1z1 + m2l2z2 + mзf3z3 + mlz1 + m0l0Z0 =0. (167) 
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Построим это уравнение. Условимся момент силы представлять 
в виде вектора, направление которого принимаем в соответствии с 

рис. 185, в. Построив уравнение (167), по-
лучаем искомый вектор m0l0z0 (рис. 185, б). 
Для отыскания направления векторов урав
нения (167) можно воспользоваться преды
дущим построением (рис. 185, а), повернув 
все векторы на 90° по часовой стрелке. 
Задавшись величиной z0 (пусть это будет 
расстояние между плоскостями I и 111) и 

/ 0 по известному вектору m0lr,Z0 , находим 
массы m0 • Массы располагаем в плоскостях 
I и I 11, находящихся на расстоянии z0 друг 
от друга в соответствии с направлением 

вектора m0l0z0• При вращении возникает пара 
сил Pr,Z0 • 

Таким образом, несколько масс, распола
гающихся в различных плоскостях, можно 

уравновесить тремя массами, две из кото

рых одинаковы (массы т0) и помещаются в 
различных плоскостях, а третья - масса, 

отличная от них, и находится в произволь-

Рис. 186. ной плоскости. Вместе с тем действие двух 
масс m0 и т в плоскости I можно заменить 

действием одной массы, расположенной в этой же плоскости. Следо
вательно, несколько масс, находящихся в различных плоскостях, 

можно уравновесить и двумя различными массами, располагающимися 

в различных плоскостях. После определения уравновешивающих 
масс можно создать конструкцию уравновешенного звена. На рис. 186 
показан кривошип с конструктивно уравновешенной массой. 

Балансировка звеньев 

Балансировке подвергаются готовые звенья, у которых либо 
вследствие неоднородности их материала, либо вследствие отклоне
ния действительных размеров от размеров ·на чертеже появляются 
неуравновешенные массы. 

Различают два • вида балансировки звеньев - ст ат и чес к у ю 
и динамическую. 

С т а т и ч е с к о й б а л а н с и р о в к е подвергаются плоские звенья. 
т. е. звенья малой толщины, у которых неуравновешенные массы 
практически располагаются в одной плоскости. Способов статической 
балансировки существует несколько. На рис. 187 показано звено 
1, подлежащее статической балансировке. Оно помещается на ось 2, · 
опирающуюся на призмы 3. Если звено предоставить самому себе, 
то имеющаяся неуравновешенная масса займет положение 4, близ
кое к вертикали. На вертикали масса m1 не будет находиться, так 
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как этому препятствует момент трения качения оси 2 по призмам 3. 
На звено 1 поместим груз 5. При постепенном его увеличении звено 
будет поворачиваться и при максимальном значении груза, r рав-

Рис. 187. 

ном G, масса т1 займет положение 4'. В э1ом сJ1учае масса уравно 
а 

вешивающего груза определяется из условия -r=l1m1 • Уравнове-

шивающую массу можно расположить 

ном месте, исходя из кон

фигурации звена. Следова
тельно, задавшись величи-

. G•. -, 
ной l, находим т = _g_ . 

l 
Эга масса займет положе -
ние 5', когда масса т1 зай
мет положение 4'. При ба
лансировке звена сразу не 

представляется возможным 
установить точно место

положение массы т1 , а 

следовательно, и массы т, 

так как груз G уравновесит 
массу m1 не только в поло-

а 

1-t 
на звене 1 в наиболее удоб-

6 // о 

1 

"I 11 

Рис. 188. 

жении 4', но и в близких к ним положениях вследствие трения 
качения оси 2 по призме 3. Уравновешивающая масса обычно при
крепляется болтом или при помощи сварки. Иногда, если это позво
ляет конструкция зtена, на нем высверливают отверстие с · противо
положной относительно оси стороны. Равновесие будет соблюдаться 
в пределах поворота звена 1 на некоторый угол у. 

· Для более . точного определения положения неуравновешенной 
массы m1 поступают следующим образом. Звено 1 при балансировке 
помещают на призмы и предоставляют самому себе. Масса займет 
положение справа от . .вертикали 1-1 (рис. 188, а), которая нано-
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-сится на звено. Затем все повторяется таким образом, чтобы масса 
расположилась слева от вертикали 11-II (рис. 188, б). Если теперь 
провести прямую 0-0, занимающую среднее положение между 
прямыми 1 - 1 и I I - 11, то на ней и будет · располагаться масса m1 • 

Рис. 189. 

При большем весе балансируемых звеньев пользуются баланси
. ровочными станками, у которых балансируемое звено 1 (рис. 189) 
располагается на оси 2, опирщощейся на диски 3 и 4. Эти диски 
помещаются на подшипниках качения стойки 5. В целях уменьшения 

. влияния трения можно менять положение дисков 3 относительно 

Рис. 190. 

дисков 4. Процесс бал~нси
ровки осуществляется анало

гично предыдущему. 

Другой станок для стати
ческой балансировки представ
ляет собой рычажные весы 
(рис. 190). Звено 1, подле
жащее балансировке, устанав
ливается на рычаге 2 свобод
но, и неуравновешенная мас-

са т1 занимает нижнее по-

. ложение. В этом положении звено уравновешиваем грузом G. 
Затем звено 1 медленно вращаем до тех пор, пока индикатор 3 
не будет иметь максимальное (или минимально~ - в зависимости 
от направления вращения) показание. Составив сумму моментов 
сил относительно оси О, находим значение неуравновешенного 
статического момента массы m1l1 • Местоположение _линии, на ко
торой располагается масса m1 , находим вышеуказанным способом. 
Рассмотренные способь1 статической балансировки далеко не исчер-
пывают всех существующих. "' 

\174 



В настоящее время широко применяются специализированные 
универсальные балансировочные машины для статической баланси
ровки .tв динамическом режиме, т. е. при непрерывном вращении 
балансируемого звена. Это позволяет значительно повысить точность. 
и производительность при балансировке [8]. 

Дин а ми ч·е с к а я бал ан с и ров к а осуществляется на специ
альных_ балансировочных станках. Современные станки оснащены 
устройствами, которые автоматически фиксируют неуравновешенность 
звена - величину и местоположение масс. Обычно балансировоч
ные станки снабжаются сверлильно-фрезерной головкой, при помощи 
которой удаляется часть материала звена для его балансировки !8]. 

Рис. 191. 

Принцип действия станков для динамической балансировки удобно · 
рассмотреть на примере станка с качающейся рамой (рис. 191) .. 
Звено 1, подлежащее динамической балансировке, помещается на 
раму 5, которая, опираясь на пружину 4, может качаться вокруг 
оси 00. На оси вращения звена имеется диск 2 с пазом, в котором 
располагается дополнительный груз массой mk. Индикатор 3 служит 
для фиксирования амплитуды качания рамы 5. Пружина 4 поддер
живает раму. При теоретическом расчете уравновешивания несколь
ких масс, располагающихся в различных плоскостях, было показано, 
что их можно уравновесить двумя различными массами, располагаю

щимися в двух различных плоскостях. Следовательно, какую-либо 
неуравновешен1:1ость звена можно представить в виде двух неурав

новешенных масс, располагающихся в двух различных плоскостях. 

Если теперь установить статические моменты этих масс, то задача 
уравновешивания звена будет решена. 

Итак, полагаем, что неуравновешенность звена 1 представляется 
в виде масс т1 и m2, располагающихся соответственно в плоско

стях l011 и II02Il. Плоскость ll021I проходит через ось 00. Если 
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звено 1 и ·диск 2 привести во вращение с угловой скоростью ro, то 
возникают силы инерции 

Р1 =-m1ro2l1 и P2=-m2ro2l2 • 

Сила Р1 будет создавать момент М1 =m1ro2l1z cos rot относительно 
оси 00, приводящий раму 2 в колебательное движение. При выбеге 
скорость звена ro будет уменьшаться, и в момент прохождения через 

~ 
6 1 

резонансную скорость 

/~ 
L - -~~---. ---j ·- - -
\ 1 'rJ. ) 

\ 1 , 

1~ 
(), 

ffi~P, 1_.
1 w 

R1 11; 111 

амплитуда качания ра

мы 5 будет максималь
ной. 

Процесс баланси
ровки осуществляется 

следующим образом. 
После того как звено 1 
установлено на раму 

станка, дополнитель- · 
ный груз помещается 
в центре диска 2. Зве
но приводится во вра

щение, и . при выбеге 
Рис. 192. индикатор 3 фикси-

рует мзкси\.1алыюс значение амплитуды А1 =kP1 , где k - коэффи
циент пропорциональности, постоянный для данной системы ста
нок~- звено. Затем дополнительный груз перемещается вправо на 
расстояние lh. и снова нри выбеге фиксируется амплитуда А2 , по
то:v~ - влево на расстояние lk и опять при выбеге фиксируется 
амплитуда. 

В каждом из этих трех случаев будут иметь место силы инерции 
(рис. 192, а-в). Параллелограмм~ сил совместятся (см. рис. 192, г). 
Из свойств параллелограмма имеем 2Р: + 2Pi=R~ + R~- Заменив 
силы амплитудами, которые им пропорциональны, получим 2Ak + 
+ 2Ai=A~ + А~, откуда 

VA2 +А2 -2А2 
А_ 2 з 1 

11.- 2 ' 

но 

Ak = kP k= -kmikro2
, 

а 

А1 =-km1l1ro2• 

Взяв отношение величин, находим m1l1 =~ mkl1t, Таким обра
Аk 

зом, определяется статический момент неуравновешенной массы m1 • 
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Найдем угол а, фиксирующий положение массы относитеJIЬно про
рези, по которой перемещается масса mk. Из рис. 192, г 11меем 

2 2 Z '" • 
Аз=А1 + Ak - 2A1Akcos __ a, 

Af + Ai-A5 
cosa-=------. 

2A1Ak 

Уравновешивающую массу т помещаем в плоскости l01I, находя 
ее из условия ml=mi/1 • Так как угол а имеет два значения, будет
не более двух попыток уравновешивания, после чего при вращении 
звена 1 колебания рамы 5 уже происходить не будут. После урав-

, новешивания массы m1 звено 1 переставляется на раме так, чтобы 
плоскость 1011 проходила через ось опоры 00, а затем производится 
уравновешивание массы т2 аналогично предыдущему. 

§ 46. Уравновешивание плоских механизмов 

Движецие точек звеньев плоских механизмов при неnрерывном-. 
вращении ведущего звена происходит по замкнутым траекториям 

сложной формы. В частном случае это может быть дуга окружно• 
сти или отрезок прямой. Во всех случаях скорость точек будет 
меняться либо по величине и направлению, либо только no направ-. 
лению. Движение же точек звеньев с переменной скоростью приво
дит к возникновению сил инерции и моментов пары CИJI инерции" 

которые воспринимаю~-ся опорами и· фундаментами :механизма. 
У быстроходных механизмов эти силы инерции и моменты пар СИJ! 
инерции даже при малых ·величинах масс звеньев могут достигать. 

больших значений и периодически воздействовать на опоры и фун
дамент, нагружая и приводя их в колебательное движение. Все это 
отрицательно сказывается ·на работоспособности и доJirовечности 
деталей и узлов машины. Поэтому целесообразно либо устранйть. 
эти динамические явления, либо значительно уменьшить их влияние. 
Эrа задача решается путем уравновешивания машин. При работе 
уравновешенной машины давление на ее фундамент будет постоян-. 
ным. 

Рассмотрим уравновешивание сил инерции звеньев. У становим, 
при каких условиях это возможно. Рассматривая механизм как еди
ную систему, можно отыскать его центр тяжести [1 ], зная центры 
тяжести звеньев. При циклическом замкнутом движении звеньев 
механизма центр тяжести его может перемещаться по замкнутой 

траектории или быть неподвижным. При перемещении центра тяже
сти по замкнутой траектории всегда будет иметь место nеременное 
ускорение (если не по величине, то по направлению), а следова
тельно, и переменная сила инерции, воспринимаемая опорами и фун ... 
даментом машины., При неподвижном же центре тяжести сила 
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инерции будет равна нулю. Таким образом, задача уравновешивания 
машины сводится к получению такой системы, в которой центр тяже
сти был неподвижец. Это можно осуществить соответствующим 
подбором масс звеньев. Рассмотрим на примере некоторых механиз
мов, как это осуществляется. 

На рис. 193 показан четырехзвенный механизм, массы звеньев 
которого m1 , т-2 и тз. Координаты а1 , а2 и аз определяют положе-

·Рис. 19:З. 

ние центров тяжести звеньев S 1 , S 2 и Sз. Массу звена 1 статически 
распределим в точки О и А из условия m 10 + m 1A=m1 и т10а1 -
- т1А (/1 - а1)=O. Из этих уравнений получим 

Массу звена 3 статически распределим в точки В и .С, в резу ль
тате получим 

а массу звена 2 в точки А и В, тог да 

/., -а., 
т2А =m2 ___ -:.._ __ -

t"!. 

В результате получим массы, сосредоточенные в точках О, А, 
В и С. Величины этих масс m0=m01 , тА =m1A + m2A, тв= 
=m2в + т3в и те =mзс· Массы в точках О и С неподвижны и не 
создают сил инерций, массы же в точках А и В уравновешиваем 
уже ювестным способом. Величины уравновешивающих масс будут 
равны 
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Таким образом, четырехзвенный механизм уравновешивается 
двумя массами т1 и т 11 • Можно четырехзвенный механизм уравно--

Рис. 194. 

весить несколько иначе (рис. 194). Массы звеньев механизма распре· 
деляем так же, как и в предыдущем случае, по точкам О, А, В и.С. 

Р11с. 195. 

Затем массы т8 и дополнительную т 1 сосредоточиваем в точке А 

'" в т 1 =-.::тв ...:__ этом случае mл=m 1 +m 1 A-гm8, где m8=m28+m38, 
l 1 

а 

Рис. 196. 
l1 А Массу т А уравновешиваем массой т 11 = т А - . налогично произ-
f 11 
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водится расчет уравновешивания кривошипно-ползунного механизма 

(рис. 195) . 
. :Уравновешивание механизмов может быть осуществлено путем 

определенного соединения двух одинаковых механизмов. На 
рис. 196, а показано частичное уравновешивание кривошипно-ползун
ных механизмов, а на рис. 196, 6 - полное уравновешивание. 
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